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On s’intéresse aux caractéristiques cinétiques d’un arbre vibrant (1) représenté ci-apres

Controle mécanique du solide

Arbre vibrant

Ls
On appelle G le centre de gravité de I'arbre 1 et on définit :
0G =Y.y, ;(%,,Z) repére lié a la partie fixe ; (X1, y1,2; ) repére lié a (1)
A tout instant, ¥ = x;.
On définit I'angle 6 tel que 6=(7¥,y;) =(z 2z, ) et on appelle w=8 la vitesse de rotation de I'arbre 1.
L’arbre est en acier de masse volumique p=7850 Kg/ms>
L’accélération de la pesanteur vaut : g=9.81 m/s>.
On note M la masse d’un arbre
On découpe 'arbre en 5 solides tels que : (di=2riet Di=2Ri)
Sy 52 S3 Ss Ss
Cylindre Demi-cylindre Cylindre Demi-cylindre Cylindre
D, = 30 mm DaZ 20 | py=dtmm | DETLMTE | opoeap g
L, = 75 mm 2= AOMM | = 250mm | =AM | g 75 mm
1 3 5
L, =100 mm

Ly = 100 mm

_11$1
0_G1°=[0‘
0

[, =162.5mm

8,
8 {yczl

L =75mm

01
0G; = [ol
0

8,
064 = [Yc4‘

ly =75mm

15181
%;=M
0

ls = 162.5 mm

On appelle

- Hiles projections H2 et H4 des centres de gravité des parties Sz et Sasur I'axe (0, X)

- Riet riles rayons associés aux diametres Di et di

- Mila masse du Si
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| - Centre de gravité

On considere la forme en demi-disque de rayon

(R) tel que ci-contre

1) Déterminer I'ordonnée Y du centre de gravité

de cette surface

sy 4R
Vérifiez que vous trouvez : Y = pom

A

On consideére la surface comprise entre les demi-disques de rayons Ri et Re

R,

—

€9

2) En exploitant le résultat d’'un demi-disque plein, retrouvez Y en exploitant 2 demi-disques
3) En déduire la valeur numérique de la coordonnée Y des centres de gravité des volumes Sz et S4
4) Déterminer les masses M; et ordonnées Y; des solides S, puis la masse totale M de I'arbre 1

Volume 1 Volume 2 Volume 3 Volume 4 Volume 5
Cylindre Demi-cylindre Cylindre Demi-cylindre Cylindre
D, = 30 mm %2 =_14200 mm D, = 40 mm ?; =_14200 mm D = 30 mm
L, =75 mm 2 = AU mm Ly = 250 mm 4 = 30 mm Ls = 75 mm
1 L, = 100 mm 3 L, = 100 mm 5
YG; = YG:Z = YGg - YG.; = YGs =
Ml = Mz = M3 = M4 = M5 =
M =

5) En déduire la position G du centre d’inertie de I'arbre 1 dans B1
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Il = Matrice d’inertie
6) Proposer la forme ( en la justifiant) de la matrice d’inertie de I'arbre 1 en O dans la base B

La matrice d’inertie I(Gi,Si) en son centre Gi d’'un cylindre plein Si de rayon Ri, de longueur Li et de masse Mi, d’axe
(Gi, z, ) dans la base Bi est:

. Ri?  Li?
[ML(T-F E) 0 0 ]
A .2
La matrice d’inertie en Gide S; : IGi (Sz] = 0 Mi( % + %) 0
. Ri?
0 0 Mi—

2 G ynz)

7) En déduire la matrice d’inertie I¢; (Si) en son centre Gi d’un cylindre plein Si de rayon Ri, de longueur Li et de
masse Mi, d’axe (Gi, x, ) dans la base Bi

Sachant que les matrices d’inertie des cylindres S;, S; et S5 sont telles que :

Ay 0 O A; 0 O As 0 O
Ig, ($1) = [0 By 0] i1, (S3) = [0 Bs 0] i 16y (Ss) = [0 Bs 0]
0 0 Glaya 0 0 Gl 0 0 Glagyan
Et que le vecteur OG, est tel que :
a; blz + Ciz —ai.bi —a;.C;
oG, = bll donc 10 (Sl) = IGi (Sl) + Mi —ai.bi al-z + Ciz bi'ci
Ci (rbryﬁ) —a;.c; _bi'ci aiz + blz GLIL7D)
RaQQe| . OGI = - I1.YI; 063 = 6; 065 = |5.x_1) avec |1 = |5

8) En déduire la matrice Io(S1+S3+S5) des parties S1, S3 et S5 de I'arbre 1 en O dans la base B

9) lJustifier le fait que nous allons préférer calculer la matrice des deux cylindres creux en leurs points H; plutét qu’en
leurs points G;

10) Déterminer la matrice d’inertie Ini(Si) en Hi d’un —
demi-cylindre creux dans le demi plan y>0, de rayon R
intérieur r;, de rayon extérieur R; et de longueur L;, d’axe e

(H;, X ) dans la base B; ( voir figure ci-contre )
Remarque : Le solide étant un solide de « demi » révolution,
sa matrice d’inertie se simplifie de la maniére suivante
o B 0 a
Aj
Iy, S = |0 B 0 avec B; = ?+fx2.dm k ‘
z 0

11) En déduire la matrice d’inertie de chaque cylindre creux 2 et 4 aux points H; dans la base B1 Justifier le fait que
y<0 ne change pas le résultat précédent
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Sachant que l'ona:

A, 0 0
Iy, (S2) = |0 B, 0] et Iy, (S4) =
0 0 Clarymm

[¢4]

H,G, = |B; donc Iy, (S) = g, (S) + M;
Vil @yp o
al

O—Gl): bil donc Iy (S;) = Ig, (S) + M;
Ci

(v 71)

0 0
013401

0 C,

Ly, 71)

B+ yE —ai.Bi —Q;.y;
—a.B; AP+ vy —Buvi
—Q;.Yi =Bi-Vi aiz + ﬁiz (X1, Y1,21)

2 2
bi + C; —ai.bi —a;.C;
—ai.bi al-z + Cl-2 bi'ci
—a;.cC; _bi-ci Cll-z + bz s

V(0 Y1, 71)

12) Exprimer les vecteurs H,G, ; HyG4 en fonction de yg, et ygq, en déduire aq, B1, V1, %2, B2, V>
Exprimer les vecteurs 0G, ; 0G, en fonction de |, etl,, en déduire a,, b, , b, , Ay, by, C4
Démontrer que la matrice d’inertie Io(S2+S4) des cylindres creux 2 et 4 au point O dans la base By est:

24,
Ip(S2+S)) = | 0
0

13) En déduire la matrice Io(1) en O de I'arbre 1 dans la base Bj.

14) En déduire la matrice I¢(1) en G de I'arbre 1 dans B.

Pour la suite, on donne : Y= —19,46 mm ; M=11.19 Kg

1,21.107% kg.m? 0
I; (1) = 0 9,44.1072 kg.m?
0 0

1l — Torseur dynamique

9,01.1072 kg.m?

0
2B, + 2M, 13 0
2B, + 2M,13 Yo
0 A 0 0
0 =10 B 0
0 0 C

1y 71)

Dans cette partie, on appelle G le centre de gravité de I'arbre 1 complet.

15) Déterminer la vitesse et I'accélération du centre de gravité G puis en déduire I'expression de la résultante

dynamique Ry ,_,, dans la base B1 (X, 1, Z1)

16) Déterminer le moment cinétique de I'arbre 1 en G 36(1/120) dans la base B1.

17) Déterminer le moment dynamique de I'arbre 1 en G 36(1/,;) dans la base B1.

18) Déterminer le torseur dynamique de I'arbre 1 en G {7)(1/1:)} dans la base B1.
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