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Contrôle mécanique du solide 
 
Un solide (S) constitué d’un disque homogène ( rayon R et masse M ) et d’une tige sans masse de longueur h soudée 
perpendiculairement au disque en son centre C ( centre de gravité ) 

Le disque roule sans glisser à une vitesse angulaire constante ( 𝜴𝑺/𝑹𝟎
               =  𝝎𝟏.𝒚     +  𝝎𝟐.𝒙𝟏      ) sur le plan horizontal Ox0z0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
L’action en I sera modélisée par le torseur : 

  𝒯𝐼   =   
𝑅𝐼        

𝑀𝐼
     

  
𝐼

 =   
𝑅𝐼         =  𝑌𝐼 . 𝑦  

𝑀𝐼
      =  0     

  
𝐼 (𝑥 ,𝑦 ,𝑧)

 

L’action en O sera modélisée par le torseur : 

  𝒯𝑂   =   
𝑅𝑂         

𝑀𝑂
      

  
𝑂

 =   
𝑅𝑂          =  𝑋𝑂 . 𝑥     +  𝑌𝑂 . 𝑦  +  𝑍𝑂 . 𝑧 

𝑀𝑂
       =  0     

  
𝑂 (𝑥 ,𝑦 ,𝑧)

 

Le poids du disque sera modélisé par le torseur : 

 𝒯𝑔→𝐷   =   
𝑅𝑔→𝐷              

𝑀𝑔→𝐷
            

  

𝐶

 =   
𝑅𝑔→𝐷               = –  𝑀.𝑔. 𝑦  

𝑀𝑂
       =  0     

  

𝐶 (𝑥 ,𝑦 ,𝑧)

 

 
Questions 
 

1) Déterminer la vitesse du point C par rapport au repère fixe R0 𝑉  𝐶/𝑅0
 dans le repère 1 ( O, 𝑥1    , 𝑦1    , 𝑧1     )  

2) Déterminer l’accélération du point C par rapport au repère fixe R0 𝛤 𝐶/𝑅0
 dans le repère 1 ( O, 𝑥1    , 𝑦1    , 𝑧1     ) puis dans le 

repère R ( O, 𝑥 , 𝑦 , 𝑧  ) 

3) Déterminer la vitesse du point I par rapport au repère fixe R0 𝑉  𝐼/𝑅0
 dans le repère 1 ( O, 𝑥1    , 𝑦1    , 𝑧1     )  

4) En exprimant la condition de roulement sans glissement en I, démontrer que 𝜔1  = - 
𝑅.𝜔2

 𝑅2+ ℎ2  
 

5) Isoler l’ensemble  {disque +  tige}, faire le bilan des actions appliquées. 
6) Appliquer théorème de la résultante dynamique à l’ensemble  {disque +  tige} puis en déduire trois équations faisant 

intervenir les inconnues de liaison en O et en I 
7) Justifier la forme de la matrice d’inertie de l’ensemble  {disque +  tige} dans le repère 1 ( O, 𝑥1    , 𝑦1    , 𝑧1     ) 
8) Expliquer comment ont été déterminés tous les composants de la matrice d’inertie de l’ensemble  {disque +  tige} dans 

le repère 1 ( O, 𝑥1    , 𝑦1    , 𝑧1     ) 
9) Déterminer le moment cinétique en O de l’ensemble  {disque +  tige} 𝝈   𝑶(𝑺/𝑹𝟎) dans le repère 1 ( O, 𝑥1    , 𝑦1    , 𝑧1     )   

10) Déterminer le moment dynamique en O de l’ensemble  {disque +  tige} 𝞭   𝑶(𝑺/𝑹𝟎) dans le repère 1 ( O, 𝑥1    , 𝑦1    , 𝑧1     )   

11) Déterminer le moment résultant en O des actions appliquées à l’ensemble  {disque +  tige} 𝑴    𝑶 𝑺 →𝑺   exprimé dans le 

repère 1 ( O, 𝑥1    , 𝑦1    , 𝑧1     )   
12) Appliquer théorème du moment dynamique à l’ensemble  {disque +  tige} puis en déduire une équation faisant 

intervenir les inconnues de liaison en I 
13) Exprimer la condition à respecter afin que le disque reste en contact au point I . Cette condition est-elle respectée ? 
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𝑶𝑰         =  𝑳.𝒙      

𝑶𝑪          =  𝒉.𝒙𝟏        

𝑰𝑪        =  𝑹.𝒚𝟏        

 

 

𝐈𝐎,𝐒 =  
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(𝒙𝟏,       𝒚𝟏,        𝒛𝟏       )

 

Matrice d’inertie de S ( ensemble {disque +  tige} ) en O : 
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Rappels :  

Le torseur (2→1) associé à l’action mécanique exercée en A, par un solide 2 sur un solide 1 sera noté  : 

 𝓣(𝟐→𝟏)   =   
𝑹𝟐→𝟏             

𝑴𝑨𝟐→𝟏
              

  

𝑨

 =   
𝑹𝟐→𝟏              =  𝑿𝑨.𝒙     + 𝒀𝑨.𝒚    +  𝒁𝑨. 𝒛  

𝑴𝑨𝟐→𝟏
               =  𝑳𝑨.𝒙     +  𝑴𝑨.𝒚    +  𝑵𝑨. 𝒛  

  

𝑨 (𝒙,𝒚,𝒛)

 =  

𝑿𝑨 𝑳𝑨
𝒀𝑨 𝑴𝑨

𝒁𝑨 𝑵𝑨

 

𝑨 (𝒙,𝒚,𝒛)

 

Le torseur cinématique  𝒗 2/1)  du mouvement d'un solide S par rapport à un repère R exprimé au point A sera noté  : 

 𝒗(𝑺/𝑹)   =   
𝜴𝑺/𝑹            

𝑽𝑨𝑺/𝑹
            

  

𝑨

 =   
𝜴𝑺/𝑹             =  𝝎𝒙.𝒙     + 𝝎𝒚.𝒚    +  𝝎𝒛. 𝒛  

𝑽𝑨𝑺/𝑹
             =  𝒗𝑨𝒙.𝒙     +  𝒗𝑨𝒚.𝒚    +  𝒗𝑨𝒛. 𝒛  

  

𝑨 (𝒙,𝒚,𝒛)

 =  

𝝎𝒙 𝒗𝑨𝒙
𝝎𝒚 𝒗𝑨𝒚
𝝎𝒛 𝒗𝑨𝒛

 

𝑨 (𝒙,𝒚,𝒛)

 

Le torseur cinétique  𝑪 S/R)  du mouvement d'un solide S par rapport à un repère R galiléen exprimé au point A sera noté  : 

 𝑪(𝑺/𝑹)   =   
𝒎 𝑽𝑮𝑺/𝑹
            

𝝈𝑨𝑺/𝑹
            

  

𝑨

 =   
𝒎 𝑽𝑮𝑺/𝑹
             

𝝈𝑨𝑺/𝑹
             =  𝒎 𝑨𝑮       ⋀ 𝑽𝑨 𝑺/𝑹

             +  𝑱𝑨    ( 𝑺,𝜴𝑺/𝑹            )
  

𝑨 (𝒙,𝒚,𝒛)

 𝑱𝑨     = opérateur d'inertie de S en A 

Le torseur dynamique  𝑫 S/R)  du mouvement d'un solide S par rapport à un repère R galiléen exprimé au point A sera noté  : 

 𝑫(𝑺/𝑹)   =   
𝒎 𝜞𝑮𝑺/𝑹
            

𝜹𝑨𝑺/𝑹
            

  

𝑨

 =   
𝒎 𝜞𝑮𝑺/𝑹
             

𝜹𝑨(𝑺/𝑹)
                 =   

𝒅

𝒅𝒕
 𝝈𝑨(𝑺/𝑹)                  

𝑹
 +  𝐦.𝑽𝑨𝑺/𝑹

            ∧ 𝑽𝑮𝑺/𝑹
            

  

𝑨 (𝒙,𝒚,𝒛)

 

 

L’énergie cinétique d'un solide S dans son mouvement par rapport à un repère R galiléen exprimé au point A sera noté  : 

 

𝑻(𝑺/𝑹) = 
𝟏

𝟐
  𝑪(𝑺/𝑹)  ⊗  𝒗(𝑺/𝑹)   = 

𝟏

𝟐
 ( 𝒎 𝑽𝑮𝑺/𝑹

             . 𝑽𝑨𝑺/𝑹
              +  𝜴𝑺/𝑹             . 𝝈𝑨𝑺/𝑹

             ) 

 

Pour le cylindre de rayon R et de longueur L, la matrice d’inertie exprimée en son centre de gravité est : 

𝐈𝐆,𝐒/𝐑 =  

 
 
 
 
 
 
 
𝒎

𝟒
(𝑹𝟐 +  

𝑳

𝟑

𝟐

) 𝟎 𝟎

𝟎
𝒎

𝟒
(𝑹𝟐 +  

𝑳

𝟑

𝟐

) 𝟎

𝟎 𝟎
𝒎.𝑹

𝟐

𝟐

 
 
 
 
 
 
 

(𝒙,     𝒚,     𝒛    )

 

 

 

Théorème de Huygens : en posant 𝑂𝐺       = a. 𝒙      + b. 𝒚      + c. 𝒛      

𝐽  (O,S).𝑢   = 𝐽   (G,S) .𝑢   + m. 𝑂𝐺       ∧ ( 𝑢   ∧ 𝑂𝐺       ) 

IO,S/R =    

𝐴𝑂 −𝐹𝑂 −𝐸𝑂
−𝐹𝑂 𝐵𝑂 −𝐷𝑂
−𝐸𝑂 −𝐷𝑂 𝐶𝑂

 

(𝑥 ,     𝑦 ,     𝑧      )

=     

𝐴𝐺 −𝐹𝐺 −𝐸𝐺
−𝐹𝐺 𝐵𝐺 −𝐷𝐺
−𝐸𝐺 −𝐷𝐺 𝐶𝐺

 

(𝑥 ,     𝑦 ,     𝑧      )

 +   

𝑚(𝑏2 + 𝑐2) −𝑚. 𝑎. 𝑏 −𝑚. 𝑎. 𝑐

−𝑚. 𝑎. 𝑏 𝑚(𝑎2 + 𝑏2) −𝑚. 𝑏. 𝑐

−𝑚. 𝑎. 𝑐 −𝑚.𝑏. 𝑐 𝑚(𝑎2 + 𝑏2)

 

(𝑥 ,     𝑦 ,     𝑧      )
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