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Mécanique du solide rigide — Dynamique du solide

Cinétique

1 - Solide

Un solide est un ensemble indéformable, c'est a dire dont la distance entre deux points quelconques est constante, quelque soit le
mouvement des points la constituant.

Le solide peut étre constitué d'un ensemble (discret) de N points Ai reliés rigidement, chacun ayant une masse mi. La masse totale
de cet ensemble solide est: M=YN | m;

Lorsque N devient infini, le solide est un ensemble continu. Autour de chaque point M

constituant le solide, on définit un élément de volume dV . Cet élément de volume possede une masse dm=p(M)dV en supposant que
la masse volumique p(M) est constante dans cet élément de volume dV

La masse totale du solide est: M = [ff,, p(M).dV = [ff, dm v

Le solide est dit homogeéne si la masse volumique est constante

en tout point du solide. On considérera dans la suite que la
masse volumique du solide est indépendant du temps.

2 - Centre de gravité

Dans le cas d'un ensemble discret de masses : (m;, f""l:'), le centre de gravité est défini au moyen de la formule

Gt = D 111,-():31:-5
Z;‘ m;

ot (Jestun point arbitraire. Cette définition se généralise a une distribution continue de masse

o Jyges OMdm
G = —=
K dm
Pour une distribution volumique, I' élément de masse contenu dans un élément de volume T autour d'un point M de Sest
dm = p( M']dT, ou Fest la masse volumique du solide.

Exemple
On cherche a calculer la position du centre de gravité d'un disque homogéne (de centre O de rayon et de masse surfacique ¥),

percé d'un trou circulaire de rayon R 2dont e centre ()'est a la distance R/ 2de O, Le calcul direct est fastidieux, alors que la
propriété d'associativité du barycentre donne le résultat plus simplement. Le systéme est identique a la somme de deux sous systémes :

: ; my = no R’ - R/2 m> = —toR* /4
un disque plein de rayon Ret de masse M1 = et un disque de rayon I\ <et de masse M2 = /
(I'équivalence est bien entendu mathématique, une masse ne pouvant étre négative). Le centre de gravité de I'ensemble est le centre de

r
gravité des barycentres partiels affectés de la masse totale de leurs sous-ensembles, a savoir (O, my ]et (O, ma ] Ainsi, pour
tout point A,

m AQ + ma A = (my + ma2)AG.

on peut choisir A = O, qoy OG = =00 [3

Définition

On définit le référentiel barycentrique R(}comme le référentiel d'origine (7 dont les axes sont paralléles a ceux de GQ{fl(référentiel de
['observateur ou du laboratoire).
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Exemples d"application

Détermination de centres d'inertie

Déterminer la position du centre d'inertie des solides suivants :
1. unarc de cercle de masse /M et d'angle d'ouverture j,r,r{]
2. un secteur circulaire plein homogeéne de masse /M et d'angle d'ouverture EH{]
3. undisque de rayon Rdans lequel on a découpé un disque de rayon R;'fjdont le centre est la distance R;'fjde celui du
disque initial.

Solution détaillée

i)

1. L'axe de symétrie OZde larc A Bsupposé homogéne contient le centre d'inertie G
— —
M = AR26y,4 position du centre d'nertie G est telle que : MOG = r OMdm
raxe Oz M2 = f zdm = f zAd!
avec 2 = Rcos et dl = Rdt

i

1 R sin
g = g g, cos BRdH = H'_
<N 0
Pour un cercle entier (0 = TT), on vérifie que Gesten O
2. De méme que précédemment, I'axe de symétrie OZde larc A Bsupposé homogeéne contient le centre d'inertie G

. . — e 3 - — . ,
Soit un arc d'épaisseur dret de masse dm = adS = or28ydr e centre dinertie dun tel arc est d'aprés la question

avec dm = Adl projetons sur

rsin r sin &
= —— Mzg :f—dm
précédente en 2 . Le centre d'inertie de I'ensemble est tel que : g
avec dm = a 28y rdr
2R sin &,

i ==

3

3. Soient (et (V'les centres d'inertie du disque complet et du disque enlevé et (7 celui du disque perforé. Le disque perforé a

- R, moR?
m =M-m=no(R - (=)) = 3

une masse 4 lLe disque entier peut étre vu comme 'association du

— m —
0G = —— 00

) , . i A =y ;T '
disque perforé et du disque de rayon RI2, MOO = m'OG + mOO" = 0 donc m
— m R R
O0G=—-———=——

m' 2 6. Comme on pouvait s'y attendre, le centre d'inertie (& se trouve a gauche de (J.
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Mécanique du solide rigide — Dynamique du solide

3 - Eléments cinétiques d'un solide

De la méme maniére, on peut définir les éléments cinétiques du solide, dans le référentiel
galiléen (R), dans le tableau suivant :

Ouantité | Solide rigide constitué de N masses _ Seolide continu
Quantité de mouvement o N =TT 5 dm= AT
P=3 mI=(3 m)Te=MT, Pflf vdm=;
i=l =l

& - N —l-_ —— -

Moment cinétique E’;:§ i 53,,«’\ v Ly= J:!j OM AV dm

Energie cinétique | _1 2
E‘.=2—§m,vf E,,—2 .[‘I:J'v dm

4 - Torseur cinétique, théoréme de Koenig
Soit un solide Sde masse volumique Fet un référentiel ‘R On définit le torseur cinétique de Sdans ﬁpar

(€= | POIR = Jyes WMIRpd
FASIR) = [,  AM A FHM/Rypdr,
(Cs/m) J, pes " VP/Rdm = mVg /R Quantité de mouvement
S/R)J = o .
} Joeg AP AVppdm = @4 (5/ry Moment cinétique

ol la résultante Pest la quantité de mouvement de Sdans Ret ‘f?.dle moment cinétique en Ade Sdans K.
En utilisant la définition du centre de gravité (&, on montre que
P(S/R) = mi(G/R).
Il s'ensuit que la quantité de mouvement du solide Ydans son référentiel barycentrique est nulle.
De la relation de définition des torseurs, on déduit que
TSR =S /R) + AG A P(S/R).
La relation de composition des vitesses entre Ret ﬂ(}qui est en translation par rapport a ‘R nous donne
l’(flrir;"'ﬁjl = ‘l’(fl&r,u"'ﬂ(;] + ‘l’(fl-‘irlié AR ,u""Rj
= V(M[Rg) + W(G[R).
finalement on trouve ainsi que
TG(S/R) = &6(S [Re).
qui lorsqu'on utilise la relation des torseurs donne le théoréme de Koenig du moment cinétique

F4(S/R) = Fa(S /R;) + AG A P(S [R).

5 - Torseur dynamique
Pour un solide (S) en mouvement par rapport & R, en un point A quelconque :

I'p rdm Résultante dynamique

{D (S/R)} = fP—>ES. — =
Moment dynamique noté &
p fpes. AP AT p/rdm ynamiq ASR)

ml"(;/R

Autre expression de la résultante dynamique: .F;/R.dm =m. I_‘:BIR donc { D (3/R) } =

Jpes a\8acs/r)y
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Remarque
Si la masse du solide (S) est concentrée en G ( centre d'inertie ), au point G on écrit le torseur dynamique :

mrg/R

(D) { -
(3/R) c 0

Changement de point §B(S/R) = S)A(S/R) + mf)G/R AAB

Relation entre le moment cinétique et le moment dynamique

— - d — — —
Sais/p) = [E UA(S/R)]R +tm.Vyr AVg/r

Valable pour un point A et un ensemble matériel (S) quelconques
i — - i —
Par conséquent V 4 /g = [dt OA]R
Cas particuliers
d
1- Aest fixe dans R alors SA(S/R) O'A(S/R)]

a

2 - A est confondu avec G alors SG(S/R) = O'(;(S/R)]

6 - Solide en rotation autour d'un axe fixe A

On dit qu'un solide est animé d'un mouvement de translation si a chaque
instant tous les points du solide ont la méme vitesse. La translation est rectiligne si
le vecteur vitesse garde toujours la méme direction. Cette translation est uniforme
si le vecteur vitesse garde la méme norme.

Dans la suite de ce chapitre, on considére un axe (A) fixe par rapport & un
référentiel (R) et un solide (S) animé d'un mouvement de rotation autour de cet
axe (A). On notera w, la vitesse angulaire de rotation du solide autour de (A). On
notera I, un vecteur unltalre porté par l'axe (A). Dans ce cas, on peut définir le
vecteur rotation G=w.u

.On notera O un point fixe de I'axe (A)

6 - 1 Moment d'inertie
On cherche & calculer ici le moment cinétique du solide par rapport a I'axe ( ) défini par :

5 - —> —>
Ja=u.Jo avec Jo= [ff, . OMA Vdm Donc Ja=[ff, - OMA V)dm

Pour un point M quelconque du solide, le vecteur OM étant constant, on sait que la vitesse du point M est alors donnée par :

- 2 - > -
V= QAOM = w.( u AOM)

I A o > >
D'autre part on peut montrer que u.(OMA V) = (uA OM). V.. On en déduit que : Ja = [, . w.(u AOM)2.dm = w.la avec:

la = [ff, (U AOM)2.dm = JIf, dm

S5 >

qui est le moment d'inertie par rapport a l'axe (A) . En effet un OM = W ol W est un vecteur unitaire perpendiculaire a u et OM r est tout
simplement la distance entre M et sa projection sur I'axe (A)

Pour des géométries simples, on peut en déduire le moment d'inertie. Le tableau ci-dessous donne quelques exemples :
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Systéme Moment d'inertie
(A)
2
la = 5 MR?
Sphére pleine hom.ogéne derayonR
A) |
1
la = 2 MR?
Cylindre plein homogéne de rayon R ( ou disque homogéne de rayon R)
I
(A) -
|
: 1
I IA = 12 M 52
- VI‘ »
Tige mince homogéne de longueur £
o)
la = MR?

Anneau filiforme de rayon R

On appelle rayon de giration , k, du solide par rapport a I'axe () la quantité telle que : 1a = Mk?2
Calcul de | pour le solide (S)

A= [, o (y2+2)dm B= [, o (x?+22) dm C= [, o (x2+y?) dm
D= [, s(y.z)dm E= [, (zX)dm F= [, gxy)dm

Définitions

: Moment d'inertie de (S) par rapport a I'axe (O, i’)

: Moment d'inertie de (S) par rapport a I'axe (O, V)

: Moment d'inertie de (S) par rapport a I'axe (O, Z)

: Produit d'inertie de (S) par rapport aux axes (O, V) et (O, Z)
: Produit d'inertie de (S) par rapport aux axes (O, i’) et (O, Z)
: Produit d'inertie de (S) par rapport aux axes (O, ?) et (O, )7)

Mmoo w >

Page 7 sur 54




Mécanique du solide rigide — Dynamique du solide

Matrice d'inertie d'un solide (S)

VRN VAN VAEREN
’ N2 N \
! A ‘\ ll_ ‘\ l,_ \
V! v \
lo(S)= |-F " B "—D|:
IR} (A} 1

—E ;=D\ C xy )

\ 7 \ ’ A} /7

N_- Nov

> 5 -5 37
Jo(S,x ) Jo(S,y ) Jo(S,z )

Expression du moment d'inertie d'un solide par rapport a un axe
Solide (S); Axe A ; i : axe unitaire de A

1(S/8)=[,_..[PHEdm =T .Jo (S, T)

N A -F -—-E] x

- N
avecJo (S, i )=[lo(S))xi= [-F B —-D [}’l
—-E -D C z

Opérateur d'inertie d'un solide

L'opérateur d'inertie d'un solide (S) en un point O est I'opérateur qui a tout vecteur u fait correspondre le vecteur :

Jo (8,0)= [,... OBAW’ A OF )dm

Application

5> 15
y+5z; Tige de longueur £ et de masse m

Questions
1) Calculer l'opérateur d'inertie de la tige (S) au pont O

_)
2) Calculer le moment d'inertie de la tige par rapporta l'axe A (O, i ) % _g
REPONSE
Déterminons I'opérateur d'inertic de (S) au point O par sa Calculons A :
matrice d'inertic au point O, relativement a la base
(£. 7. 7). a
Cette matrice est de la forme : s Aw= z2*dm
s

A —-F -E
[IO(S)]-[—-F B -D]
-E -D Clasa)

avec dm -; dz (? masse linéique de S)
Sachant qu'un point P quelconque de Ia tige (S) a pour '

coordonnées cartésicnnes (0, 0, z) dans R : A m J’V 22 dz.
A-Ls(y’+:’)dm-Ls:’ dm I .
B—L;:H»x’)dm-L:’ dm = A soit A-mTz-
C-Ls(x"ky’)dm -0 la matrice d’inertic est don: :
D-Lsyz dm =0 ”T';- 0 0
B[ zxam=o [14$)]=| 0 "'T;: 0
F-Lsxydm-o. 0 0 0_Jis.5.7)
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Mécanique du solide rigide — Dynamique du solide

>
1

ﬁ
Le moment d'inertie de la tige par rapport a l'axe A (O, i ) estdonné par: I(S/4)= i .Jo (S, i

~

- >
La matrice colonne associée au vecteur Jo (S, i ) s'obtient en effectuant la multiplication de la matrice d'inertie par la matrice colonne

. L. T
associée au vecteur unitaire | :

mi?
> > ™ * "
[Jo (S, i )= mi?
T
0 0

— — -
Le moment d'inertie de (S) par rapport a l'axe A (O, i ) est égal au produit scalaire du vecteur unitaire i par le vecteur Jo (S, i )

d'ou :

m £2
I(S/A)=T

6 - 2 Base principale d'inertie
Définition

Ay, —-F, -—-E;
-F, By -—D;
—Er —D1 Ci s

Les axes (O, X1), (0, y1),(O, 1) sont appelés axes principaux d'inertie.
Les moments d'inertie A1, B1, C1 sont appelés moments principaux d'inertie du solide (S) au point O

(X1,y1,21) = base principale et lo (S) =

Symétries matérielles du solide z ‘

Exemple 1

Soient les 2 points P(x, y, z) et P'(x', y', ') de masse dm
La symétrie par rapport au plan Oxy entraine : S /
D=/, (y2z)dm=0

car [,_..(y.z) dm pour z = 0 est opposée a [, _..(y.z) dm pour z <0 P’

demémeE=[,_.(zx)dm=0
Donc la matrice d'inertie est de la forme :

- -

05"

<!

A —-F O
—-F B 0
0 0 C

lo (S) =

— —>

xyz)

Exemple 2 ‘

La symétrie par rapport a l'axe (O, z ) entraine :
- tous les moments produits sont nuls
- lox = |oy =A

Donc la matrice d'inertie est de la forme : .

A 0 O
0 4 0
0 0 C

lo (S) =

(_'_' 7) x
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6 - 3 Les différents moments d'inertie

Moment d'inertie par rapport au point O :l ®
= 2 4y2 4 72 = 2
lo= [p (2 +y2+2%)dm= [,__[OPJ2dm
Moment d'inertie par rapport au plan (O, )?,37) z
= 2 \
|oxy fPES' z2dm P
Moment d'inertie par rapport au plan (0, y, Z) 0

Y "y
|oyZ = fpes' x2 dm x /

Moment d'inertie par rapport au plan (O, ;,Z)

x
= 2
lozx = | - Y2 dm
Relations entre les moments d'inertie
1
I°=ony+|oyz+|ozx-—2(A+B+C)
A = loxy + lozx B = loxy + loyz C = loyz + lozx
Exemple : Enveloppe sphérique ( sphére creuse ) 2 A
2 2
A= 3 lo = 3 fPES.[OP]de
o= [,.oa2dm=a2 [ . dm=m. a g e
2 -—
A= 3m. a? (¢ y
x
6 - 4 Théoréme d'Huygens
Ce théoréeme permet de calculer le moment d'inertie par rapport & un axe (A )
quelconque, la, connaissant celui par rapport a I'axe (Ac) passant par le centre de (A
masse G, I . On suppose évidemment que les deux axes (A ) et (Ag) sont . ( n)
paralléles . M

Si (a) est la distance entre les deux axes :
la =l + Ma2

- - > N S
En effet, 2= OM2=rg2+a2-2.a.Ic et a.ls=a.GM

5 — -
Donc I = fff,, .r2dm= fff .re>.dm+ [ff .a2dm - 2a fff .GM.dm .
Par définition de G, la derniére intégrale est nulle, on en déduit le théoréme G *
d'Huygens. =

Une conséquence du théoréme d'Huygens est que le moment d'inertie est minimal
lorsque I'axe passe par le centre de masse.

Relations entre les moments d'inertie en O eten G

A=Ag+ m(b? +c?) B =Bg + m(a2+c?) C=Cc+m(az+b?)
D=Dg+m.b.c E=Ec+mac F=Fc+mab

Avec:(T)G=a.x_>+b.y_>+c.z_)(danslabase(x_),y_),z_>))
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6 - 5 Moment cinétique

Soit un solide (S) de masse m et de centre de gravité G, en mouvement par rapport a un repéere R(O, 2,37,? )
Soit A un point lié au solide (S)
Par définition, le moment cinétique au point A du solide (S) dans son mouvement par rapport au repere R est :

N - > e~ = L ,
0A(SIR) = fPES..AP/\ Ver.dm avec Vpr = Var+ Qsr AAP, le point A étant lié au solide (S)
N - - - - = - > >
Donc : 0A(SIR) = fPES..APA( Var + Qsr AAP).dm = fPeS..APA Var .dm + fPES..APA( Qsir AAP).dm
- - - -
JoegAPA Var .dm = ( e q-AP dm)A Var
y o " — — - - - -
La position du centre d'inertie étant définie par : m. AG = fPes"AP dm donc ( fpes..AP dm)A Var .dm=m. AG A Var
— -
Dot : OA(SIR) =m. AG A Vir + [, _ o APA( Qs AAP).dm

- >
1er cas : Le mouvement de (S) par rapport a R est tel que Qsrr soit de la forme 8'z ( c'est le cas lorsque (S) a un mouvement plan sur
plan dans le plan (O, Y,Y) ou un mouvement hélicoidal d'axe Z)

Soit Ri(O1, X1,y1,21) un repére lié a (S)
- — I O
On pose 6 = X1, X, alors Qsr =07 et AP = xixj + y1371 +21Z1 donc: ¥

—> —> —> _ - — — - - - -
fPES..AP/\( Qsir AAP).dm = fPES.(X1X1 +y1y1 + Z1Z)A[ 0'Z A(xax1 + yry1 + z1z1)]dm

Apreés avoir effectué les calculs vectoriels :
fpes. 0'[-z XiX1 - Zy1ys + (x12 +y42) Z.dm soit : go) \ _‘_’

-G'ﬁfpes. z xidm -G'ﬁfpes. zysdm + 9'2fpes.(X12 +y12).dm A
Enposant: E1 = [, .z xidm 0 '
D1 = [, 2y1dm

C= f,oqxi2 +ys2).dm

Ce qui donne pour 0_A>(S/R) : —
g P ' G2(S/R) = m. AG AVar - E1 8% - D1 87 +C 07"

Cas particuliers
m A est fixe dans Ret E1=0et D1=10 (le plan (A, X, 371) est plan de symétrie pour (S)) alors : EX(S/R) = |az. 9'2_)

m A est confondu avec GetE1=0etD1=0
0(SIR) = loz. 07"

Application
Cylindre de révolution (S) rayon a et masse m qui roule sans glisser sur un
plan incliné.
R(O, X,y Z) lié au plan Il
R1(G, x1,y1,2) lié au cylindre
|Gz=m'_2az;E1=D1=0
Moment cinétique au point G de (S) dans son mouvement par rapport &8 R

2
Par application de la relation précédente : o_e)(S/R) = %. 9'2_)

Moment dynamique au point | de (S) dans son mouvement par rapport 8 R
1ére méthode

- =
GS/R)et Go(S/R) sont liés par la relation : 0S/R) = aa(S/R) + m Ver AGI

- - dilird . - P N
sachantque : Ver = Vir+ QsrAIG et que (S) roule sans glisser sur le plan (ll) alors Ver =0 + 67 A ax

— N m.a? BN 5 3m.a?
soit: Var=a@'y dol o{SIR) =" 67 + ma gy A(-ax)=>"5-. 07
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- d — — — — — — — b - d -
Oies/ry = [E O'I(S/R)]R+ mVy g AV g Or Vg = Vg g alors Vg AVgr=0 alors 6;¢s/py = T UI(S/R)]R

d'ou : gI(S/R) = —2 0"z

2éme méthode mat -
- _ i — g = ;. euz
SG(S/R) = [dt GG(S/R)]R G(S/R) 2

> > N — > d - d -1 _ >
SI(S/R) = 6G(S/R) +mFG/R NG aVeCFG/R= [E VG/R ]Rz I:E ad’. y]R— a 9".y

2 m.32 —> > N < _M uﬁ‘
Si(s/ry = R 0z +ma6".yA-ax doi: Sisyp=" 5 -0'2

2&me cas : Cas général, le mouvement de (S) par rapport a R est quelconque

. ’ % % % ’ Ja . . . ’ %
L'intégrale fP <s~APA( Qsir AAP).dm représente I'opérateur d'inertie de (S) appliqué au vecteur Qsr

Donc:| . GX(S/R) = m. AG A Vg + Ja( S, Ter)

Cas particuliers

m A est fixe dans R : G_K(S/R) = J_A)( S, as/R )

m Aest confondu avec G | . 5Z(SIR) = J&( S, ot )

Application : Toupie (S) d'axe de symétrie (O, Z )

X4

A 0 O
Matrice d'inertie de la toupie : b(S)=10 A4 0
0 0 C (-—71)
R1 : repére lié & la matrice d'inertie
La position de la base de R1 par rapport a la base de R est définie par les angles d'Euler y, 6, ¢

N . . - = >
1¢re base intermédiaire : (u,v,z)

N . e . - = >
2¢éme hase intermédiaire : (U,w,z1)
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1 - Moment cinétique au point O de (S) dans son mouvement par rapport a R

ﬂ
a0o(SIR) = J5(S, Qsr)

-2 — — —
Qsr=@'z1+0'u+y'z

- > > g — — — — — — —
Dans (u,w,z1): Qsr=@"'z1+60'u + ' (cosbzi+sinOw)=6"u +y'sindw+ (p'+y'cosd )z

R A 0 O o'
oo(S/R=10 A O Y’ sinf ]
0O 0 C (p + Y’ cosB e

( W,z )
(Ia matrice dinertie est la méme dans (x1,y1,2) que dans (Uw,z1)

To(SIR)= AG'Uu” + Ay'sind w’ + Clp’ + w' cos8 )27

2 - Moment dynamique au point O de (S) dans son mouvement par rapport a R

a) en projection sur z soit Z.8o(s r)
b) en projection sur Z1 soit Z.go(s /R)

¢) en projection sur u soit u.8¢s,r)

Réponses

a)Z.8os /=2 L ] =7, ( 0, )] 9 G avec 2 = ¢
Bo(s/R) ; oos/B |, 2-00(s/R)) |~ g¢  O0(S/R) N

ZU=0; Zw=-sinb; Z.Zs1=cosh

O0(s/R)= - Ay'sin?8 + C(p' + y' cosb) cosh

'EO(S/R)= % [- Ay'sin26+ C(p' + @' cos6) cos@ |

d
b) z1. 50(5/R) [_ Zy. UO(S/R)] R UO(S/R)
[dzl] [dzl] + Q(u Wz )/R/\Z1 0+(6'U+y'Z)AZi=y'sin 6 -6'w
@ w Z1)
Ensuite on constate que 00(5 /R)=0

- 2 — > . 22 - d '
Donc : z1.60¢s/ry= [E Zy. O-O(S/R)]R dou Z1 '60(S/R)_ C. at ((p"l- y COSO)

-

c) J-_SO(S/R) =u. UO(S/R)] [ . UO(S/R)] dt 2 Goes/m

du’ du
— — THYQ p— AN=0+y. ZAd=y. v
[dt R [dt w2 @ w.z)/R v v

di -

—-00(s/R) =A. y'sin6.cos 6 - C(p' + @' cosb) w'sin 6

u -50(5/R) =A. 0"+ y'sin6.[C(p' + y'cosh) - A. ¢’ cosO]
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Moment cinétique par rapport & un axe A

On définit le moment cinétique " Ade Spar rapport a l'axe /\de vecteur directeur I_f’par

T =04 - i,

ou A estun pointde A; " Aestindépendant du choix de .. On définit de méme le moment d'inertie de Spar rapport a l'axe Aau
moyen de

Jy = E rrdm.

ou Freprésente la distance a I'axe du point courant de 5. Une fois le moment d'inertie ainsi défini, on trouve que le moment cinétique par
rapport a /A a pour expression

ra = Jaww,

(uétant la vitesse angulaire de rotation autour de /.

Dans le cas ol Aest situé a une distance @de (7, le théoréme de Huygens permet d'écrire

Jy=Jg + ma-,
avec ¥/ Gmoment dinertie de Spar rapport a 'axe Ag paralléle & A et passant par Gr

Exemple
Moment d'inertie d'une sphére pleine homogeéne de rayon R et de masse Mipar rapport & un de ses diamétres /.

¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
Jy = E (X~ + v )dm = [; (x= + z7)dm = £ (v" + 27 )dm.
En sommant les trois expressions précédentes, il vient
— 1 2 22 -1 2
3y = -.[:, (" +y +77)dm=12 [; r=dm, ﬂ
ou Fest la variable radiale des coordonnées sphériques. Sgit Fla masse volumique de la sphére (p = 3m/(4nR"))

2 ~ 2 K 4 4 “ 4
Ja = 3 K rdv = 3 L rdnrdr = EmR‘.
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7 - Probléme résolu : Régulateur de vitesse

Le repére R(O, Xy ,Z) galiléen est lié au corps (So)
(S1) a une liaison pivot d'axe (O, X ) avec (So)
(S1) est le support des masselottes (Sz) et (S2); a. = (Y,371)

(S2) a une masse (m) et est en liaison pivot d'axe (A, z7) ; OA = a.y1; Rz (A,

AG= b.Vz ; B= ()71,372) ; B est constant pendant la phase étudiée

- >

h‘

N

X2,y2,Z1) est lié a (S2)

)

NN

————————

YI‘

S
>

£

LA A A A
<‘Lw%AV\f\/\

7 -1 Calcul approché: On suppose la masse de (Sz2) concentrée en son centre d'inertie

Projection sur z1 du moment dynamique au point A de (S») dans son mouvement par rapporta R : Z.EA(SZ /R)

mfg/R - _ - —
{Desym} = {5 Sacsa/r) = Joes, AG A T6/p dm
a\acsy/R)

Vor =Vasr + Qg r N AG =a.a'z; + o X] Aby2=a.0' z; + ba'.cosp z;= (a+ b.cosB) o’ Z7

—_ d ——
Igp = [d—t Ve /R]R= (at b.cosB) a" z7 - (a+ b.cosp) a? y1 (B est constant pendant la phase étudiée )

I;/g = (@t b.cosB)(a" z; - o 7 )
AG ATg/r=by2 Al(a+ b.cosB)(a" Z; - o® 37 )] = b.[(a+ b.cosB)( a” X; + sinB.a” 77 )]

Donc :

Z'gA(Sz/R) = b(a+ b.COSB)( SinB.(llz)
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A —-F 0

7-2 Lamatrice d'inertie de (S>) au point A dans labase de Rz est: Ia(S2)= [-F B 0
0 0 CUawmm

1) Moment cinétique au point A de (Sz) dans son mouvement par rapport a R : 5,4(52 /R)

O-A(SZ/R) =m. A_G) A VA/R + IA (SZ) ‘QSz/R

Vir=a0z  AG=by O, /r = 05, /5, + 2, g = P20+’ %7 = o. %7 car B = constante

0g,/r =a'.(Cos B x5 -sinBy; )

m. 4G A Vyp =m. by2 Aa.a' Z; = m.b.a. o, %,

—F 07 [ o'.cosf
A (S2). -QSZ/R ] [—a smBl =(Ad'.cosB+Fa'.sinB)x; - (Fa'.cosp +Ba'.sinB)y,

Gz y2,71)

O4(s,/R) =a' (mb.a+A.cosp+F sinp)x; -a'(F.cosp +B.sinf)y;

2) Projection sur z; du moment dynamique au point A de S» dans le mouvement par rapport a R

d — —
Sacsz/m) = [ OA(S3/R) ] +m.Vyr AV e

—

Var =a.0' 7 Ver=aaz +b. d—tz avec y, = cospyy - sinpx;

Vgr =a.a' z; + b. cosp.z;

—

D'ou VA/R N VG/R =0

— —_— d _ _ d —
21 8acsymy = 71 7t PA(S2/R) ]R Tt [Zl-GA(Sz/R) [ ] A(Sz/R)
.
[ﬁ] =-d'y; =-a' (sinB.x, +cosp.y,)
dt Ip

dzy] & ——
[d_tl]R Oa(s,/R) = - @? (m.b.a+ A.cosp +F sinp)sinf +-a'*.(F.cosp +B.sinp) cosp

d_>—>] =0

7t 171 0A(s/R)

D'ou : Z1. 85,8 = - @'? (M.b.a+ A.cosp +F sinp) sinp +-a'>(F.cosp + B.sin) cosp
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8 - Exemples d'application

Calcul des moments d'inertie de différents solides simples
Déterminer les axes principaux et les moments d'inertie des solides homogénes suivants

1. Un parallélépipede rectangle de coté @, b, ¢, étudierlescas @ = beta = b = ¢.
2. Une boule de rayon 7.
3. Une balle creuse de rayon ret d'épaisseur €.
4. Un cylindre de rayon Ret de hauteur H .
5. Un tuyau de rayon extérieur fde hauteur H et d'épaisseur €.
Solution

1. Le parallélépipéde étant homogéne, le centre de gravité (rest a l'intersection des diagonales. Il posséde trois plans de symétrie
paralleles aux faces, on en déduit que les trois axes principaux sont les axes passant par les centres des faces opposées. En

: . . ,.ﬁ—{G?,_{},g.} - ‘ ]

introduisant un repéere cartésien ") — » EX- €F. €FJavec le vecteur € X paralléle aux arrétes de longueur i, le
—

vecteur €Y

_)
paralléle aux arrétes de longueur betle vecteur} £ parallele aux arrétes de longueur .
£ A= ) =
Ix= [, (Y +2%)dm= [ [7° [*(Y? + 2°) pdXdvdz

En décomposant les intégrales il vient :

Ix=[,(r?+2 dm—pj .:fzf m’yf a'X+pJ chzf d}*f dx

i i _|I_J &
Eb Eb
soit
] 5 “
Iy = pabc IR (b‘ + c*‘)

of finalement en introduisant la masse M = Pabcqy solide
x =5 (07 +)

De la méme fagon, on obtient :

i . ]
f}'—ﬁ(a +C )
et

f_y::i;li( f))

2. Lecentre d-e gravité (r d'une boule homogéne est au centre de la boule est comme tout axe passant par (7 est un axe de

symeétrie d'ordre supérieur & 3, tout axe passant par Gest un axe principal d'inertie. On introduit le repere cartésien

—_ = =
=G, éx.€y. €7 } les axes étant choisis sans distinction.
Les trois axes principaux étant aussi des axes de symétrie d'ordre supérieur a trois, les trois moments d'inertie sont égaux:
Iy =1y = Iy = Iy
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
I = ‘[V (Y +7Z )a’m = .[v (X +Z )dm = ‘[V (X +Y )dm
On en déduit facilement que
¥ ¥ 3
X “dm = » Y<dm = v Z=dm
Au lieu de faire le calcul directement, il est plus simple de calculer

-[V (Xj +¥ + Zj)ffﬂi = 3. y X2dm
[, (Xj + V2 4+ Ej)dm

car l'intégrale ~*¥ se calcule simplement en passant aux coordonnées polaires :
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[ (X +Y2+ 72 dm, fﬂh LT _LR r*pr? sin OdrdOd ¢

35
pf dq&f sin Hdﬂf Adr = —p}TRj EMR_

\-___ U ,,_x h__‘ e
_Rﬁ
5
4
M=p=—nR
ou I'on a introduit la masse 3 . Soit finalement 5
1 2
pXdm= [ Ydm = [ Z°dm = -MR® I ==-MR?
. . 5 et donc 5
La balle creuse possede les mémes symétries que la boule, on en déduit donc que le centre de gravité (7 est au centre de la

, ‘ sien R=1G. @ %, Cy. €5 - .-
balle et que les trois axes du repére cartésien ' = 149- € X. € ¥. € Zisont des axes principaux d'inertie de moments
égaux Iy = Iy = Iy = I pour calculer le moment d'inertie, on peut décomposer la balle creuse en une boule homogene
de rayon R laquelle on a prélevé une boule homogéne de rayon R — €. Dés lors, on peut calculer {comme

I = %ngTRi - ;pgﬂ'(R —9}5

[ — -
boule de ravon & boule de ravon K—e

4 ;
M = gﬂ[R" —(R—e)")

soit en introduisant la masse

2 "‘]
I:—MR‘

5 ]__]

Le cylindre étant homogéne, le centre de gravité (x est situé au milieu de I'axe de symétrie /\, I'axe Aest donc un axe
principal d'inertie. Tout plan contentant \est un plan de symétrie donc les deux autres axes principaux sont perpendiculaires a

R =1G —_ = = —

et passent par le centre de gravité. On introduit le repére cartésien =1{G. éx. €y, €z }en alignant € Zle long
de l'axe A.

Comme est un axe de symétrie d'ordre supérieur & 3 Iy =1y caicuions Ix:

Iy = E (1”2 + Zj) dm
Pour mener le calcul, il faut découper le cylindre en “tranches" paralléles au plan (Y.Z) et d'épaisseur dX . Chaque tranche

est un parallélépipéde rectangle d'épaisseur dX de longueur H et de largeur ! (X }' La largeur ! (X }'dépend de la position
X de la tranche dans le cylindre. Le calcul s'effectue en intégrant en premier lieu sur X et ¥ puis sur X . Comme le cylindre

est homogéne, 'élément de masse clMivaut dm = pdXdYdZ

IA =p [* [fﬂ;, ffjff:;,( y? +Zf)drdz]dx

Hi2 pliX))2 "'r R H 2 (X2 N H 2 (X )/2 A
rH.f"* ru x"r( ) +E_)dfdz = f Y dYdZ + f Z-dYdZ
I N —-Hj2 }L.k}.""' —H[2 h);}-""'

—Hf.k‘ —H‘f'x
B A} 12 (A

Soit
I o
Ix = =p I [H100° + 11| dX

la largeur ‘T X ]'esl la longueur d'une corde d'un cercle de rayon Ka une distance X du centre du cercle, on en déduit la

"[ﬁ)'”{: =R

relation( = soit I(X] =2VR? - X? dou
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2 N T
Ix = SHp [ L VR - XZdX + —pH’ [ L VRZ - X2dX

Les calculs se simplifient en posant X = R sin Bainsi VRZ — X2 = Rcos 8 ot dX = R cos 0d@de sorte

que :
1 5
Iy = —Hpr R4 cos* 6d6 + apH Fr , R” cos” 8db

Pour calculer les /ntegra/es il faut linéariser les cosinus

il 4 =il 4 oM 4 =it P2 4 =i 6 1 1 3
cd g _ — e —cae D —
COos H_( 5 ) = > +4 > + 57 = 3ms-’-lﬂ+ 2:.,4:‘;5}_1'5*+ 2

. | |
e f] — e )
cos- 6 = 5 - zms-ﬂ
soit
Iy = ZHR fﬂ L os 40 + L cos20 + 2| do+ H‘*R"’fﬂ2 LN A
— ) —cosdd + —cos 20 + — +—=nHR- -+ =082
SR Ry B 2 3 6 Lp\2 72
3 T
Q 2
2 | | | |
*:— R4p—+ ]ij’R‘ :ZJTHR4;J+ ]—erH R* = M[—R‘+FH]

Le calcul de {zest plus rapide :

~ ~ + A R4 1 -
I, = ‘[.{X‘ + ¥Y-)dm = j{-jk r-dm = LE;R r-pH2rrdr = pHZHI = ;MR‘

Le tuyaux posséde le méme centre de gravité et les mémes axes de symétrie que le cylindre précéc?ent. Comme pour la balle
creuse, on peut imaginer le tuyau comme composé d'un cylindre plein de rayon Raugquel on retire un cylindre de rayon
R — ¢ Cela donne pour les moments principaux en appelant Fla densité :

3

1 1 1.0 |2 1 ; \
Iy =1y = EJTHR-lp + j—ﬂ'pH"R' - [EHH (R— E-')er + ﬁﬂpH" (R - f}‘]

Cylindre de rayon R Cylindre de rayon R—e

Iy = Iy = 37H R~ R~ 0)'] p+ ompb? [R — (R - 0]
Iy =1y = —M[R +(R—-e) ]+lMH-
M =pH|R - {R—g]]}r

ou M est la masse du tuyau
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Principe fondamental de la dynamique

La cinématique correspond a I'étude des vecteurs vitesse et accélération, mais ces quantités sont dues a l'interaction entre le
corps considéré et le monde extérieur, plus précisément aux forces qui agissent sur ce corps. La relation entre le champ de la
cinématique et celui des forces est donnée par la relation fondamentale de la dynamique. En conséquence, il est
indispensable de préciser le référentiel dans lequel on considére cette relation fondamentale de la dynamique. En
particulier, cette relation ne peut étre appliquée que dans un référentiel dit galiléen.

1 - Masse et quantité de mouvement

Si on essaie de déplacer une voiture en panne séche, il faut souvent s'y mettre a plusieurs, alors que pour un ballon de
foot, cela n'est pas difficile seul. Cette différence vient que pour la voiture et le ballon de foot, la vitesse de chacun de ces
objets ne suffit pas a le caractériser, mais il faut aussi considérer quelque chose qui fait qu'il est plus difficile de déplacer
la voiture que le ballon de foot. Cette 'inertie’ au déplacement se traduit par la masse de l'objet. On suppose dans ce cours que
cette masse est indépendante du mouvement de I'objet et du référentiel considéré. Ce ne serait pas le cas si on s'intéressait
au lancement d'une fusée qui permet de la masse au fur et a mesure qu'elle s'éléve dans le ciel.

Pour donner une valeur précise a cette masse, la seule méthode est de passer sur la balance

c'est a dire de comparer la masse de l'objet a une référence elle-méme calibrée par rapport a la masse étalon de un
kilogramme en platine iridié déposé au Bureau des Poids et Mesures et qui est la référence internationale pour la masse.
On peut d'ailleurs remarqué que I'étalon de masse n'a pas évolué depuis 1901 contrairement aux autres échelles
fondamentales telles que la seconde ou le métre. Cette définition de la masse fait en fait intervenir le poids d'un corps
c'est a dire son interaction avec la Terre et il est possible que cette masse ne corresponde pas a la masse d'inertie définie
au début. L'expérience montre néanmoins que ces deux notions sont identiques.

Cette définition de la masse nous permet de définir la quantité de mouvement d'un point matériel de masse m et de vitesse v dans un

, =>_ >

référentiel donné: P =M. v

Cette définition porte bien on nom et traduit le fait qu'une voiture a une quantité de mouvement plus grande qu'un ballon de foot
méme si les deux se déplacent a la méme vitesse. Ainsi dans les cours ultérieurs de physique, c'est cette quantité de
mouvement qui jouera un role fondamental et non la vitesse de l'objet.

2 - Référentiel galiléen - Lois de Newton

2 - 1 Définition

On considére un référentiel (ER )muni d'un repére orthonormé (O, 2,37,2). Ce référentiel est appelé référentiel galiléen, si un mobile
infiniment éloigné de tout autre objet matériel :

- y est animé d'un mouvement rectiligne uniforme

- ou bien y est immobile.

Remarque : on appelle aussi les référentiels galiléens, référentiels d'inertie.

2 - 2 Référentiel de Copernic

La définition des référentiels galiléens pose la question de leur existence: peut-on trouver un référentiel galiléen dans la
nature sachant qu'il faut que le mobile soit éloigné suffisamment des autres pour ne pas interagir avec eux! Le plus
'simple' a imaginé est basé sur notre bon vieux systéme solaire qui semble en premiére approximation isolé du reste de
['univers et qui interagit peu avec les étoiles avoisinantes.

En premiére approximation, on considére le systéme solaire comme un systéme isolé c'est & dire qui n'interagit pas avec
d'autres étoiles ou systemes planétaires.

Le référentiel de Copernic est défini par son origine O qui est le centre de masse (ou barycentre) du systeme solaire et par
trois axes reliant cette origine O a trois étoiles trés éloignées (dites 'fixes'). Dans cette approximation, le référentiel de
Copernic est un référentiel galiléen.

En premiére approximation, le barycentre du systéme solaire se trouve au centre du Soleil tout simplement parce que la
masse du Soleil est trés supérieure a la somme de la masse de tous les autres objets du systéme solaire.

Le référentiel de Copernic étant galiléen, on peut alors construire une infinité de référentiels galiléens, il s'agit de tous les
référentiels animés d'un mouvement de translation rectiligne uniforme par rapport a ce référentiel comme nous le
montrerons dans le chapitre sur les changements de référentiels. Réciproquement, tout référentiel animé d'un
mouvement de translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel de Copernic (c'est a dire dont l'origine du repére est
animé...) est un référentiel galiléen.
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2 - 3 Référentiel galiléen approché

Dans l'approximation précédente, sachant que la Terre tourne autour du Soleil et n'est donc pas animé d'un mouvement de translation
rectiligne uniforme par rapport au Soleil, un référentiel avec comme origine le centre de la Terre et avec comme axes, les directions des
trois étoiles fixes, n'est pas galiléen. En conséquence, tout référentiel avec pour origine un quelconque point de la Terre ne peut pas
étre galiléen et donc on ne pourra pas appliquer la relation fondamentale de la

dynamique.

Pour sortir de cette impasse, on peut remarquer que le mouvement de la Terre sur son orbite quasi-circulaire est lent et qu'il faut, comme
chacun le sait, une année pour en faire le tour. En général, I'échelle de temps sur laquelle se produit I'étude du mouvement qu'on étudie
est au plus de quelques heures. A cette échelle de temps, l'orbite terrestre peut étre approximé par sa tangente, et donc en premiére
approximation, la Terre parcourt un mouvement rectiligne, ce mouvement est uniforme en premiére approximation car l'orbite de la
Terre est quasi-circulaire. De maniére approché, un référentiel ayant pour origine le centre de la Terre et ayant pour 3 axes, les
trois directions du référentiel de Copernic est un référentiel galiléen approché.

Le centre de la Terre, n'est pas forcément l'origine la plus pratique, une origine a la surface de la Terre l'est nettement plus. Comme la terre
tourne sur elle-méme, on se retrouve avec le méme probleme que précédemment. On peut faire exactement le méme raisonnement qu'au
paragraphe précédent en remplagant le centre du Soleil par le centre de la Terre et la Terre par un point a la surface de la Terre. On
aboutit a ce que un point a la surface de la Terre peut-étre pris comme origine et on prend comme axes, trois directions fixes. On obtient
alors de nouveau un référentiel galiléen approché. Evidemment, ceci n'est valable strictement qu'a une échelle de temps encore plus courte car
on a négligé la rotation de la Terre sur elle-méme.

2 - 4 Lois de Newton dans un référentiel galiléen

1¢re Joi : Principe de l'inertie . Un objet livré a lui-méme, sans interaction avec les autres objets reste au repos si il
était initialement au repos ou bien est animé d'un mouvement de translation rectiligne uniforme si il était initialement en
mouvement.

2ikme Joj : Principe fondamental de la_dynamique. Dans un référentiel galiléen, le mouvement d'un point

matériel de masse m soumis a un ensemble de forces dont la résultante est F~ est caractérisé par son accélération

e

On écrit ce principe sous la forme : FP=ma’=m dst = g(%

3ieme Joi : Principe de I'action et de la réaction. Lorsque 2 points matériels A et B sont en interaction, la force
qu'exerce le point matériel A sur le point matériel B est de méme intensité, parallele mais de direction opposeée a la

force qu'exerce le point matériel B sur le point matériel A : I-TA)_>B =- I-TB)_>A

3 - Principe fondamental de la dynamique.- Théorémes généraux de la dynamique

3 -1 Enoncé du principe fondamental

Soit un solide 3 de masse volumique £ et un référentiel R.. On définit le torseur dynamique de Sdans R par

(D) = R; = La‘s.w a(M[Rpdt

04 = J; AM A E{Mrfﬁ]pdn {D(S/R)} =
SMeS ou

fpes...l"p/Rdm

i fpcc'ﬁ N T:p/Rdm

ou a(M|R) (ou T'p /r ) est l'accélération du point M (ou du point P ) dans le référentiel R.
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Le principe fondamental de la dynamique s'énonce comme suit :

Il existe un référentiel ‘R galiléen, et au moins une chronologie appelée chronologie galiléenne, tels que
pour tout sous-ensemble matériel (e) d'un ensemble matériel (E) le torseur dynamique de (e) dans son
mouvement par rapport a R soit égal au torseur des actions mécaniques extérieures a (e)

{D(e/R)} ={Te — e} quel que soit (¢) < (E)

3 - 2 Théorémes généraux de la dynamique ( R = repére galiléen )

miGe . Riee)
Ona:{D(e/R)}= N et{T€—>€}= 1\71,6 ¢
A\PA(S/R) AV TA(e—e)

Théoréme de la résultante dynamique
Pour tout sous-ensemble (e) de I'ensemble (E) en mouvement par rapport au repére galiléen (R) , la résultante dynamique de (e) dans son
mouvement par rapport a R est égale a la résultante générale du torseur associé aux actions mécaniques extérieures a (e)

mIg/pr =R e

Théoréme du moment dynamique
Pour tout sous-ensemble (e) de I'ensemble (E) en mouvement par rapport au repere galiléen (R) , la moment dynamique de (e) dans son
mouvement par rapport & R est égal au moment résultant du torseur associé aux actions mécaniques extérieures a (e)

5A(S/R) = My@-e) quel que soit A

3 - 3 Equations du mouvement

m Définition

Une équation de mouvement est une équation différentielle du second ordre traduisant les théoremes généraux , dans laquelle ne figure
aucune composante inconnue d'action mécanique.

m Intégrale premiére du mouvement
Une intégrale premiére du mouvement est une équation différentielle du premier ordre de la forme : f(qi', gi, t ) = constante, obtenue par
intégration d'une équation du mouvement

4 - Principe des actions réciproques.( ou théoréeme des actions mutuelles)

Théoréme
P P L, (E)
L'action mécanique du sous-ensemble matériel
(e2) sur le sous-ensemble matériel (e1) est
opposée a l'action mécanique de (e1) sur (e2).

{Te,—> e }=-{Te, - e} g

Cas particuliers
Le torseur dynamique du sous-ensemble matériel (e) de I'ensemble matériel (E) peut étre nul. On se ramene alors au principe

fondamental de la statique.

Ce torseur est nul dans les 3 cas suivants :

1- (e) est en équilibre par rapport & R

2 - (e) est de masse nulle

3 - Le solide considéré est animé d'un mouvement uniforme ( sans accélération )
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Exemple 1

Deux pieces S1 et Sz sont en liaison pivot glissant d'axe (O, X )
Le ressort (r) de raideur k et de longueur a vide by est supposé
de masse nulle.

Action mécanique du ressort sur S

{Tr—>51}=0{k(l_6l°)7} 0

L
1

Principe fondamental appliqué au ressort (r) ( de masse nulle )

Donc:{Tr S »r}+{Tr S, »r}={0)}

. . k(l—1,)X
Compte-tenu du théoréme des actions mutuelles: { 7r — S, }= { G }
0

Exemple 2

(e) est un solide (S) de masse m ayant une liaison pivot d'axe (O, Z,)
m (S) est animé d'un mouvement de rotation uniforme 6' = cte X,
m le centre d'inertie G de (S) est sur I'axe de rotation

m Matrice d'inertie de (S) dans la base ( )?3729) 0
A —-F O
—-F B 0
0 0 C

@7.75)
Torseur dynamique en O

} :
mFG/R
{Des/my} = {5 @\l oy 16
0

lo (S) =

(J (0}
Yy 2o

| " P

(o]
ol
~

0(S/R)

O est fixe dans Ry, donc:gO(S/Rg) = [;—t 50(5/Rg)]
R

> - g
00(S/Rg) = Jo(S, Qsry) =

A —F 0770 .
—-F B 0]]0 =Co7, doll 8o (s/Rrgy = 0 car 8' = cte
0 0 cllo & 7.75)

5 - Applications

5 - 1 Application 1

R(O, X,y ,Z) galiléen lié au plan Il
g=0x;0=(0X)(0Sas%);
( S) homogéne, de masse m et de rayon a, centre d'inertie G

@ =a.x f = coefficient de frottement
mAction mécanique de contactde (I1') sur(S)

{T s }= {%} aveCR=XX +Yy ;
1

R1(G, X1,y1,2) estlié & (S)
On pose 6 = (Y,ﬁ)

1) Equation du mouvement de S par rapport a (1l)
Inventaire des actions :

XX+ Y.y }
G 0 I 6

Pour obtenir directement une équation scalaire ne faisant pas intervenir les iconnues X et Y , il faut appliquer le théoréme du moment
dynamique en |

Pesanteur:{Tg_,s 1= {_mﬁ"“)} Actiondecontact:{’Tu_>s }= {
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{Tgas}=1{ “me% |

mg.a.sina.z’

N A 0 0770
01(S/Rg) = OG(S/Rg) tmVgr AGI 0G(S/Rg) = Jo (S, QS/Rg)— A 0]1]0 =Cé¢
0 0 cllolzyn
_ — — _ — m.a?
mVer AGI=mad’y’ A-ax =m.az6'z C:T
s _3dma? ,_,
dou: O-I(S/Rg) —TQZ
- - dmaz — — T 2 =
51(5/Rg) = UI(S/Rg)] TV AVeir == 0"Z+maby naby (Vg = Ver=2a6y)
3m.az ,_,
donc: 61(S/Rg) 2 6"z
, _3dmaz L
On applique le PFD : 51(5/Rg)— —5 0"7 =mg.a.sina.z
=29

3m.a? ;
d'ol 'équation en projection sur Oz : 5 0" =mg.a.sina soit 0" = 33 Sina

2) y = abscisse du centre d'inertie G de (S) sur I'axe O7y". On suppose que y = 0 lorsque 6 =0
Equation du mouvement de (S) par rapport a (1I) en fonction de y

roulement sans glissement , alors y =a.0 doncy' =a.6' ety"=a.8" donc y// = Z:? sina

3)at=0,vy(0)=0ety'(0) =0 ;Détermination de y(t) définissant la position de G dans R

2 2
y''= _39,1 sina doncy' = _39,1 sina.t +Cret y = % sina.t? + C1t + C2 (avec C1= C2=0 car conditions initiales nulles )

Donc y= % sina. t?

4) Valeur maximale de a pour que (S) roule sans glisser sur (Il)

{Thios )= { X.x -_(I),_ ry } Condition de roulement sans glissement en | : il faut IYI < fIXI (1)
1

n—>

mI"G/R =mabB"y = my"y
{Desym} = 3
| 1(S/R)

Résultante dynamique en projection  sur Ox: - mgcosa + X=0 d'ou X = mgcosa

2 2 2 1
sur Oy : mgsina + Y = —39 m sina d'ou Y = _3g m sina - mgsina = mg sina(—3 -1)= -3 Mg sina

1
(1) impose donc : 3 Mg sinal f.I mgcosa | soit

1
f2—3tga
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5 - 2 Application 2
On considére la toupie de masse m, de centre d'inertie G et

d'axe de symétrie matérielle (O, z1 )
Matrice d'inertie de la toupie :

A 0 O
b(S)={0 A O
0 0 Cl-m»

R1 : repere lié a la matrice d'inertie G
La position de la base de R+ par rapport & la base de R est
définie par les angles d'Euler y, 6, @

N . P - > >
1¢ére base intermédiaire : (u,v,z)

2¢me base intermédiaire : (U,W,Z)
g=-9.7 0G =47

1) Equations du mouvement de la toupie par rapport &

{Tn—»S }:0{ X.Y’-la- Y.f/}

{Tg—>s }:G{_Tf}ﬁg.?}

Pour ne pas faire intervenir X, Y, Z ( inconnues de liaison ) il
faut appliquer le théoréme du moment dynamique en O

g g —>, R - —>, —> w
Mo(§) = Mo(§) + (- mgZ)A GO =0 + (- mgZ)A (- £ Z3)

Mo(g) = mg.L.sinu =

{Zg-s) oLmg. L. sinow Y X1

donc Mo(S—S) = mg. 1. sinou" et ses projections sont nulles sur les vecteurs unitaires perpendiculaires aw’
On va donc écrire 'equation vectorielle du moment dynamique s ,r) €n projection :

- suru’ car Mo(S—S) est sur u’
-surz car z est fixe dans la base de R

- sur z1 car z est I'axe de révolution matérielle de (S)
—_— — ﬁ‘

Go(SIR) = MOG A Vy/p +J0( S, Qisk)

— — g

0o(S/R)=Jo (S, Qsr)

-2 = — —

Qsr=@ z1+0'u+y'z

— > > - = — — . N — N ' —
Dans (uw,zi): Qsr=@ z1+0'u +y'(cosOzr+sindw)=0"u+y'sinbw+ (¢ + ' cosd )z1

R A 0 O ¢’
oo(SR)=0 A O 0y’ sind
0 0 C @' + Y cosd @)

( la matrice dinertie est la méme dans (x1,y1,21) que dans ( U,w,z1))

GUSIR)=AG' U + Ay’ SinB W +C(o' + ' cos )z1

a) 50(5 /r) €N projection sur Z soit 2.50(5 /R)

-2 - - d - - d - = d% - d; —_ 5
z -60(S/R)' Z. [E O-O(S/R)]R_ Z. [d_t (Z. O-O(S/R))]R' d_t -00(S/R) avecd—t =

— - = . - =
W=0; z.w=sinb; z.z1=cosO
R

=1}

0(S/R)™ % [Ay'sin20+ C(p' + y'cosb) cosO |
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b) 8(s/r,eN projection sur z1 soit 21.8(s r)

NN _ d —» > dzy -

21.8(s/r)= m 21.00(S/R) R'd_t'UO(S/R)

dz—l):l _I:dz—l):l = — , > = , e AT ,
—| =|— + Qs /\21=5+(6u+wz)/\21=w.sm6u-6W
= R Ll gy “@W AR

, d77 - _
Ensuite on constate que —-00(s/R)= 0

'—) =2 _ d —_ I ﬁ_—) - d r ]
Donc : z1.6¢(s/ry= 7 4 O-O(S/R)]R d'ou Z1 -60(5/R)— C. i ((0 ty Coso)
c) 30(5 /r) €N projection sur U soit U.go(s /R)

- = _o d o _ d 5 > du -
U.8os/r) = U-[E UO(S/R)]R- [E u. UO(S/R)]R';- 0(S/R)
] -[<
atlp atlaw 7)
di -

—00¢s/R) = A. y'sin 6.cos 6 - C(p' + @' cosb) y'sin 6

—
+ Q(g”w”g’)/}g/\t_f: 6"‘ Y ;/\6): Y v

u_)-EO(S/R) =A. 0"+ y'sin6.[C(p' + y'cosh) - A. g’ cosf]
L'application du PFD donne les équations issues du moment dynamique :

j_t [Ay’sin?0 + C(p" + ' cosb) cosB ] =0 d'ol Ay’ sin?6+ C rycos@ = constante
C. ;_t (p"+w'cost) =0 donc (p'+ ' cos8) = constante = ro

A 0"+ y'sin6.[Clp'+ y'cosh) - A. ' cosb] =mg.l.sind
donc A. 8"+ y'sin 6.[C.ro- A. y'cosf] = mg.l.sin@

2) Conditions pour lesquelles il existe des mouvements tels que y'= constante = w'o

L'équation Ay’ sin26 + C ro.cos6 = constante donne en dérivant : Aw'.6" sin@ cosh - C ro. 6'sinf = 0 soit Aw'o cos6 - C ro.= 0
Ce qui implique : 8 = constante = 6o

De méme en dérivant (p' + @' cosH) = constante on obtient : " - ' 6'sind = 0 soit " = 0 et ¢' = constante = ¢'y
L'équation A. 8"+ y'sin 6. C.ro- A. @' cos] = mg. L. sin8 aboutita : @'o.[ C.ro - A. @'0 c0s6g] =mg. 1

('en supposant que sin 6o # 0 )

H 1 H 1 H A~ 1 H A 1 g
Dans ce mouvement dit stationnaire, I'axe de la toupie décrit d'un mouvement uniforme un cone d'axe (O, z) et
de demi-angle au sommet 6o

3) En considérant les mouvements ou

w'= constante = y's

0 = constante = 6o

@'= constante = ¢

En admettant que la rotation propre ¢ oest trés grande devant y'o et 8o , déterminer @0 en fonction de ( on supposera A et C du méme
ordre de grandeur)

Sig'o>>yloet p'o >> 6 alors 'équation (' + w' cosb) = constante = ro indique que ¢'o=ro

mg.l
Yo

Par suite I'équation : @'.[ C.ro - A. ¢'o cos8o] = mg. L donne w'.C.ro = .C. ¢'o = mg.Lsoit| P ‘o=

Application numérigue :
m=30g

g =10 m/s?

[=3cm '0 = 191,11 rad/s
C =15.10% kg.m? go= 150
W'o.= rad/s
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Machine d'Atwood

Deux corps Mgt M 2, de masses respectives ' 1et 712 sont reliés par un fil inextensible de longueur Let de masse 72non
négligeable, passant dans la gorge d'une poulie. Cette poulie sera considérée comme un disque homogéne de masse Mp et de rayon K
.La masse 711 étant supérieure a la masse 712, le systéme déblogué a 'instant £ = ()se met en mouvement.

1.
2.
3.

e
Solution détaillée \

Evaluer le moment cinétique du systéme par rapport & 'axe horizontal OzZdela poulie.

Evaluer le moment des forces extérieures par rapport & Oz

En déduire la nature du mouvement. On supposera qu'a l'instant § = 0 x = 0. Que deviennent ces résultats si la masse du
fil est négligeable devant les masses en présence.

A 43
T=<Pi
P.=m1*g
,"l*f.; -
M T>Pa:
oy M2 I

” . P:=m* g

figure 1 figure 2 1> m2 ia m2
1. Décomposons le moment cinétique :

Lio=Lijo+ Lojo + Laa o+ Lasss o+ Laa0+ Lejo

avec
——

L1 10moment cinétique par rapport & {de la masse 1M1
—

La1omoment cinétique par rapport & {Xde la masse 112
—_—

Ly 1 M [Omoment cinétique par rapport & (de la portion de fil A M,
_—

Le‘l:M: { 'moment cinétique par rapport @ {de la portion de fil As M
—_

La 1A2moment cinétique par rapport a de Ia portion de fil A lAireposant sur la poulie

—
L pmoment cinétique par rapport & Ode Ia poulie

—
Soit  V'la vitesse de la masse M 1. Le fil étant inextensible, les 2 masses ont méme vitesse.

—_— =) - — o .
L]I,l'[’j =0OM, Am v =0A Am vV + AM Ay v
— T _ A — —
— = i = ’
comme A 1M et Vsont colinsaires, il reste: L1/j0 = QAL Ay v =myRve;
T _ A — A = A — —
De méme pour la masse 112 Lrjp = OMy; Amav = OAy Ama v + AoMy Ama v = maRve;
—_— —— —- — oy =y ——3 —_
Lam o= 2 OM; Am; Vior OM; A v = OAy Avi + ALM; A v = Rve; s les points du fil
étant animés de la méme vitesse.
_-_._._-_} __-}
L,\_IM‘I;U = ZHII'RI’E":
pour le segment A 1 M, 2 m; =m3 = xm/L
_-_-_-_-_) __;
La, s, 0 = xmRyv[ Le:
_-_-_n_-_} __;
De méme pour le segment A2 M, Lm0 = ZmiRve;
pour le segment A2 M-, 2m; =my =m(L—x—nR)/L
_-_-_-_-_} __;
La,saj0 = m(L— x —naR)Rv/ Le;
La,aojo = 2 OM; Amv; = X, m;Rve,
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pour le segment A 1 Az, 2. m; = ms = tRm/L
T
LA.M j0 = = R? l’mee',

Ly =1 { j»—LLJ'E" -
Il reste a calculer le moment d'inertie 1 % pour un disque homogéne autour de son axe de rotation. Décomposons le disque en
anneaux homogeénes concentriques de rayon et d'épaisseur dP. Chacun de ces anneaux a un moment d'inertie

dly, = ordm

dm = o 2npdpgy o représente la densité surfacique. Pour le disque complet,

I 0. =@ R /2 La relation qui relie ¢ a ™ pest la suivante: Mp = T R’
IU = ?’HPR f‘r_

Iy = LR o 2mpidp

donc
dou L;.- = mpr |2e. €.
La poulie effectue un mouvement de rotation a la vitesse angulaire i suite a la translation du fil avec la vitesse v = wR
_—_>
= e
it Lp = mpRv/2Ze;
On en déduit le moment cinétique total:
— meg — meg —3
Liop=(m +m+m+ Tle’E—':_ =(my +m +m+ T)Rxe-:_

Bilan des forces extérieures agissant sur le systeme comprenant les 2 masses, le fil et la poulie :
o Poids du fil, i.e. despartiesidl]M],AIAE,AiMj
o Poids de chacune des 2 masses
o  Poids de la poulie

Quelles sont les forces pour lesquelles le moment par rapport a trJ;':_ est égal au vecteur nul ?
o Poids de la poulie, la droite d'action intercepte I'axe de rotation

o Poids de la portion de fil A ]AZ, idem
e _ _ = _ — —_
EM_W,: =OM Am g +O0M>Am g +0G) Amy g +0G> Ay g
avec G 1et Gomilieux des segments A Mgt A M 2respectivement.

— — —_— —
Pour le poids de la masse 111, OMy Amy g =(0OA + A/ M) Amy g
—_— — — —
comme A1 M ¢t 8 sont colinéaires, OM; Am g = Rmge;
OM g = —Rmage,
De la méme fagon pour la masse Mz, 2 A2 g = —RM28€:0n peut décomposer

0G, = OA, + A,G,
—_ —_
Comme A1Gret _Esont colinéaires, 0G| A ?”3? = Rm.‘:.g?; = xmRg/ L?:

—_
De la méme fagon, OG> A ”34? = _R”MSE: = —mgR(L - x - HR)fL_fT,:

.—.}
— _ _ 5] —_
Done > ME}W =gR(my —m> —m+mnaR/L + _xm,fL}e':_.
—
dL e —_
— =2 M0
On écrit le théoreme du moment cinétique: dt =:2°En remplagant avec les résultats des questions

précédentes, (M1 + My +m +mp[2)RX = g(my —my —m + maR/L+ 2xm/L)
(my +my +m+mp[2)% = 2gxm/L = g{m] —my —m+mnR/L)
On obtient une équation dn‘ferent/elle de la forme ; X — UJ‘_I =K

5 2em
- =
avec Limy +my +m+mp/2)
K (my —m> —m + maR/L)
=
of 8 (my +m +m+mp/2)

La solution sans second membre est de la forme Xs = A cosh(wt + ¢)

Page 28 sur 54




Mécanique du solide rigide — Dynamique du solide

K

Xp = ——=
Une solution particuliére s'écrit: ! =

x = —— + Acosh(wt + ¢)
La solution générale avec second membre s'écrit: (=
orat=0 x=0esv=x=0
A K
dou ¥ =0t w?

K
x = —(cosh wt — 1)

w-
Cette équation est caractéristique d'un mouvement oscillant. Si on néglige la masse du fil, 11t = 0 I'équation différentielle se
simplifie de la fagon suivante :

my +mx +mp/2)X = glm —np
g
(rmy — ma2)

_i: =g
soit (my + my + mp/2)
On retrouve I'équation differentielle d'un mouvement uniformément accéléré .

6 - Expression du principe fondamental de la statique dans un repére non gailéen

Rg = Repere galiléen R = Repére non galiléen
On veut étudier le mouvement d'un sous-ensemble matériel (e) d'une ensemble matériel (E)
Le principe fondamental de la dynamique appliqué a (e) dans son mouvement par rapport a Rg s'écrit :

fPEe...FP/Rgdm = mF(;/Rg

{Die/rgy} = {T(ome)} avec le torseur dynamique exprimé au point A : {D, /rgy} = S |
Jpeor AP NI jpgdm = 84 (s/rg)

A

La relation de composition des vecteurs accélération au point P entre les repéres R et Rg s'écrit :
%
?P/Rg = ?P/R + ?PeRle +2 QR/RgAVP/R

Soient les 3 torseurs :

Torseur dynamique de (e) dans son  Torseur des effets d'inertie d'entrainement sur  Torseur des effets d'inertie de Coriolis sur (e) dans son
mouvement par rapport a R (e) dans son mouvement par rapport a R et a Rg:  mouvement par rapport a R et a Rg

_ fPEe...Fp/Rdm _ _fpeg"'FPER/Rgdm _ —IPEE.Z..QR/RH /\.VP/Rdm
{Deesm} = o {Diccerrrg)} = o {Diccersm}= o "
M fpee.AP/\Fp/Rdm A _pre-APAFPGR/Rgdm A - fPEe'APA[Z"QR/Rg /\VP/R]dm

Par conséquent on a : {D(e/R)} = {T(é—)e)} + {Die(e,R/Rg)} + {Dic(e,R/R)}

Le principe fondamental de la dynamique s'applique relativement a tout repére, a condition d'ajouter au
torseur des actions mécaniques extérieures, le torseur des effets d'inertie d'entrainement et le torseur des
effets d'inertie de Coriolis.

Remarque
Si le repere R est en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel galiléen Rg:

Ipcryrg = 0t Gppy =0

Par conséquent, les 2 torseurs des effets d'inertie d'entrainement et de Coriolis sont nuls.

Le principe fondamental de la dynamique s'écrit alors dans le repére R : {D, /ry} = {Tzoe}

Conclusion : tout repére R en translation rectiligne uniforme par rapport a un repere galiléen est aussi galiléen.
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Application : accélération de la pesanteur

On étudie I'équilibre d'un pendule simple a la surface de la Terre.

- 2> > \ o
Rq(O, Xg,Yq,Zg) repére galiléen :
- origine : centre de la Terre
- axes : ont des directions fixes par rapport a certaines étoiles

L'axe (O, Zg) est orienté du pdle sud vers le pdle nord.
R(O, ;)7?9) repere lié a la Terre
6= (xg, X) ; W = constante = 1 tour / 24 heures

A = point de la surface de la Terre situé dans le plan (O, Zg )?)
On pose : OA=r.1 (r=rayon dela Terre)
a=( X ) (o = latitude du point A)

En A, le pendule est considéré simple et immobile par rapport a la Terre.
Le pendule est constitué par une sphére (S) de masse (m) et de centre z,
d'inertie G suspendue a un fil i

Sur (S) s'exercent les actions mécaniques extérieures : ?

m Action mécanique du fil : {:T(ﬁl_,s)} = {% } rw® cos ax
G
T  ayant la direction du fil KM

- —
m Action mécanique de la Terre : {Tirerre o5y} = { } r?
G

ol |

F’ = Force d'attraction newtonienne = -k # P Oy
L o ]

avec: -k = constante de gravitation universelle = 6,67.10-"" unités Sl a

- m = masse de (S) x \ o)

- M =masse de la Terre
-r=rayon de la Terre

La résultante générale des actions mécaniques appliquées a (S) est : §(§—>S) =T +F

Le théoréme de la résultante dynamique appliqué a (S) ( R non galiléen ): 0= §(§—>S)' mfG R/Rg
Ona: 6 =w.t(le mouvement du point G est uniforme dans Rg )
G décrit un cercle d'axe (O, ?g ) et de rayon r.cosa donc I g /Rg = —rw? cosax

N RN = —_ - = :

Donc Rs_.s) + m. rw? cosax =0 sachant que R(S-_)S) =T +F etF = -kT:—I:I P
— i —

Dou: T = kri—];[f - M. Tw? CoSaX

—

m Soit P le poids de (S) si Rest galiléen alors P + T = 0 avecP =m.g’

Donc g’ a pour expression | , — k M I—)

2 >
>i 7 - rw® cosa.x
r

Le vecteur accélération de la pesanteur n'est pas exactement dirigé vers le centre de la Terre ( sauf aux
poles et a I'équateur )

Application numérique : r = 6370 km, w = 1 tour / jour ; (rw? cosa )maxi = Tw? ( & I'équateur ) donc rw? = 0,033 m/s?
Sachant que g = 9,81 m/s2, rw? reste inférieur & 0,35 % de la valeur de g

Le torseur des actions d'inertie de Coriolis dues a la rotation de la Terre est négligeable par rapport au torseur
d'action mécanique de la pesanteur.

Il faut néanmoins le prendre en compte pour expliquer :

- la déviation vers l'ouest des fusées ou des projectiles lancés du sol

- la déviation des courants aériens dans chaque hémisphére

- la rotation du plan d'oscillation du pendule de Foucault ( 0,7 tour/ jour dans le sens horaire pour une latitude nord
de 45°)
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7 - Equilibrage dynamique

Le probléme essentiel en fabrication, c'est I'équilibrage des solides tournant autour d'un axe.
L'équilibrage est nécessaire :

- pour éviter les vibrations ( détérioration rapide des paliers )

- pour éviter le bruit lors de ['utilisation du matériel

7 - 1 Schématisation adoptée

Le repére Ro(O1, Xo,y0,20) est lié au bati

Le solide (S) a une masse m, un centre d'inertie G, R(O, Y,V,Zo)
est le repére lié a (S)

Le solide (S) est en liaison pivot d'axe (O,zo)
6= (xo,X)et0G =ax +cz

A —-F -E
b(S)=|-F B -D
—E =D Clgyz)

L'action mécanique inconnue exercée par (So) sur (S) est

représentée en O par le torseur : {Tis, sy} = {
0

&=

Onpose:R =X.X + Y.y +Z.2
My =L.X + M.y

Sur (S), s'exerce également I'action mécanique ( supposée connue ) d'un ensemble matériel (E) représentée au point O par le torseur :

o) = {2]

0 10
Onpose: R, =X,.% + V.9 +Z,.Z
My =L. % + M.j +N.Z
Si (S) est la roue d'un véhicule, alors (E) est constitué par exemple par la route , la pesanteur, I'arbre de transmission.

6 - 2 Action mécanique de (So) sur (S)
Le torseur de I'action mécanique de (So) sur (S) s'obtient en appliquant le principe fondamental de la dynamique a (S) par rapport
aRo

Ds/ry) = TG99} = {Tspo9) + {T@-9)

ml_—: n o mfGR = E) + R_)
/R { {i}+ {i}d'ou: LR '
0 Mo 0

So(s/ry) = My + My,

Mj,

So(s/Ro)
=1 d 3 7 1 - - - "o = — "o ] — >
Igr, = - [VG/RO]RO avec Vg /g, = .05 soitI; g, =a.8". y+a.8'(dsz, A7)=2.8"7+a68(8'z ry)

i, = 20" 7-a8%.%

A —-F —E][O
o d - -
Le point O étant fixe dans R, donc : 50(5/R0) = o [O'O(S/RO) ]R avec Ogs/ry) = |-F B —D OI
’ —E -D  C116g55

Donc : O_ZO(S/RO) =—EQ'x -D 9'37’+ C 9'%’

=16 | = 1[5 | +8ep, G
dt L90GS/Ro) 1p, = Gr L90CS/Ro) I ™ ik A O0(S/Rg)
. 0 —-E®
Socs/rey = —E 08"X =D 0"y +C 0"z + g A —Dee’
I C ’ IR

(xy,20)

Soes/rgy= —E 0" —D 0"y +C0"7 —D0"?% —D 0?2y =-(E6" + DO?)X-(D8" + DO?)y+C 0"z
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En projections:  Résultante sur Ox : -ma.f2=X+X;
Oy: m.ag"=Y+Y;
Oz: 0=2+2
Momentsur  Ox: -(E®" + D0?)=L+Ly
Oy: -(D6" + D0'%)=M+M;
Oz: C 0" =N;

On peut donc exprimer facilement X, Y, Z , L, M facilement

6 - 3 Conditions d'équilibrage dynamique

Pour éviter le vibrations I'action dans la liaison entre (S) et So) :

- doit étre aussi constante que possible

- doit étre indépendante de 6 et 6'

D'apres les équations précédentes les conditions d'équilibrage dynamique sont :
- a=0(le centre d'inertie doit étre sur I'axe de rotation )

-D=0etE =0: I'axe de rotation (0,Z0) est axe principal d'inertie

6 - 4 Réalisation pratique de I'équilibrage dynamique
On remplace (S) par (S') =(S) +(S1) + (S2)
(S1) et (S2) sont assimilables a des points matériels
mi = masse du solide (i)
G' = centre d'inertie du solide (S') , (E') et (D) produits d'inertie de (S') ( par rapporta R)
(') est dynamiquement équilibré si G' est sur I'axe (0,z0) etsiD'= 0 et E'= 0
mOG +m10G{+m0G;
m+mi+my
Si G' est sur l'axe de rotation (O,ZJ) cette équation vectorielle s'écrit en projections sur :
Ox’:  ma+mxi+mx2=0 (18)
Oy’:  miyt+m2=0 (19)

La position de G' est définie par : 0G =

D'=D+miy1z1 + may2zz  (20)
E'=E+mixizi + maxeze  (21)

Remarque :

SiD #0, I'équilibrage dynamique ne peut se faire avec une seule masse. En effet si mz = 0 alors pour y1 = 0 il faut D = 0 ce qui en
contradiction avec I'hypothese de départ.

Nous avons dons 4 équations pour 8 inconnues ( m1, mz, X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2)

Si on examine par exemple les conditions dans le cas de I'équilibrage d'une roue de véhicule, on constate que les masses sont fixées sur
le bord de la jante.

9[ = .')_C), HiMi

Hypothése : la projection du point Mi est sur I'axe de rotation (O,Z)) donc {
r = ||H:M|

W AR LY 7
P L
P

(a)
Figure 11b : solide équilibré statiquement mais
non dynamiquement.
Figure 11 a : solide non équilibré. Figure 11¢ : solide équilibré dynamiquement.
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On passe des coordonnées cartésiennes Xi, i, zi aux coordonnées cylindriques i, 8i, zi
Les 4 conditions imposées sont : z1, z2, r1, r2 ( généralementr1 = r2)

Il reste 4 inconnues : m1, mz, 61, 62

(18) et (21) impliquent : m1x1(z2 - z1) = E - maz2(22) ( mzx2 éliminé )

(19) et (20) m1y1(z2 - z1) = D (23) ( may2 éliminé )

si D#0 donc z2 # z1

Alors les 2 masses doivent étre situées dans 2 plans de section droite de la roue distincts.

On pose : x1 =r1cosB1 etyr=risinB1  on obtient : mirt cos81(zz - z1) = E - mazz
miry sinB1(z2-z1) =D

azZy

E —
d'ol : cotg 61 = + on obtient 81a T prés , d'oli m1 puis m2 et 82

Remargue
Au lieu d'ajouter des masses aux points M1 et Mz, on peut enlever les mémes masses aux points N1 et N2 symétriques des points M1 et

Mz, par rapport a ( O,Z)) ( utilisé pour équilibrer des rotors de moteurs , turbines, vilebrequins )

On a supposé que I'on connaissait D et E , mais dans la réalité on ne connait pas D et E.

On utilise donc des équilibreuses qui déterminent les caractéristiques de la résonnance engendrée par le mouvement de la roue montée
sur un palier approprié.
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8 - Probléeme résolu

But de I'étude y‘
Comparer les accélérations maximales qui

peuvent étre obtenues sur les 3 types de )
véhicules suivants :
- Traction avant ( TA)

- Propulsion arriere ( PA) G

- 4 roues motrices (4RM ) ﬁ
0; = 40

L'étude est modélisée par un probléme plan B (S2)

(S4)

Le repere R(O, Y,Y,?) galiléen estlié¢ a la o
route d'axe (O, f)
9= -g.y

G = centre d'inertie du véhicule (S)

(S) est animé d'un mouvement de translation rectiligne ( accélération yx )
Les liaisons roues / chassis sont sans frottement.

Iy L L I

m Actions route / roues

Tix + Ny
{:Tiroute —>Sl)} = { 1 6> v } {:Tiroute —>Sz)} =
Ih I

f = coefficient de frottement route / roues

Ty )
pr= N_1 et Y= N_z
L'action de l'air est négligée
La masse des roues est négligée
g=10m/s2;L1=1m ;L2=13m ;h=0,5m;M=1200 kg

7 - 1 Hypothése : équi-adhérence des roues 1 = 2
a) Détermination pour chague type de véhicule des expressions de u1 et y2_en fonction de y

MT; % 9
{Dis/my} = {Tisos)} = O avec 8gs/m) = [(j_t IG(s/R) ]R
\96(s/r)

- Mgy T,x + N,y T,x + N,y
oo (7] )= T ()= (P72
G 0 L 0 I 0

FG/R =yx
a6 (s/r) = Is/a(2s/r) =0
—Mg7+T17+N17+T27+N2?=M]/55

En projection sur Ox : Ti+T2=My
En projection sur Oy : -Mg+Ni+N2=0

611(S/R) = 6G(S/R) +M. I"(;/R /\G—[l):M}/)_C)/\(-h.7+L1.)_C)):-M}/h.7

(T oo} = { _ng_,}= { - Mgy’ }= {—Mg.y}
€ I Mgy A Gl ) —Mgy'A (=h.y" + L;.X) 1, Mgly.Z
- Ny _ T,x + N,y _(T,X + Ny
{g—iroute —’52)} - = =
Ih

(TX + Ny )ALES™ U =Ny L2

h
Donc:-Mhy = Mgl —Nz.Lsoit:Nz=w
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Mg(L-L;) —Mhy

Et : Nt=Mg-N2 etdonc Ni= .

Véhicule  traction avant: T;=0  Tr=My =t
1
‘ Myl . =_ vk =
' . = 1= et 2= o
D'ou : 1 "ol vy soit | M gLy —hy H
Véhicule a propulsion : T1=0 T2=My
- - Myl . — y.L _
w—Oetuz—m soit : uz—m etp,l—O
Véhicule a 4 roues motrices: {1 = |2 soit LA ou LD
Ni N Ny T
oMy _ My
Ty T1 1 1+ ;—i “‘
&_ MgLi+Mhy  _  gLi+hy
Ny Mg(L-Li)-Mhy g(L-Ly) —hy 1 iy (TA) u2 (PA)
_ My _ Mylg(L-Ly) —hy] (équiadhérence)
Ti= glithy i
M-y g 1
Ny _ MgLlg(l-14)-hy]l _g . 4 .
—=————— == soit M= 2=—
Ty LMy[g(L-L;) —hy] vy H1 = H2 g 0.6-
b) Graphes correspondants
051
Les pentes & l'origine sont :
ui(TA) = — = 0,176 l
f 03
u2(PA) = — = 0,23
gLy
| 1 1
WARM) =~ = 0,1 * Fig. 14
On peut remarquer que u1(TA) = p2(PA) = 0,6 pour
y =3 m/s? Y (m’f)
o T 3 T 5 10

¢) Conclusion

On a une meilleure motricité du véhicule a 4 roues motrices dans tous les cas .
Sif< 0,6 : meilleure motricité TA / PA

Sif> 0,6 : meilleure motricité PA/ TA

7 -2 L'hypothése d'équi-adhérence des roues n'est pas conforme a la réalité pour le véhicule a 4 roues motrices. Pour ce type de
véhicule, la puissance transmise par le moteur aux roues avant et arriére est sensiblement identique ( T1=T2)

a) Détermination de de Y1 et y2_en fonction de y pour le véhicule a 4 roues motrices

T1+T2=My 2T1=2T>=My T1=T2=%My

-Mg+Ni+N2=0

-Mhy =MgL; —N,.L

MgLi+ Mh y
Npg=—

L

T, _ MylL _ yL
2:—— -
g Ny 2(MgLi+Mhy) 2(gLi+hy)

Mg (L—Lq{)— Mh

N1=Mg-N2= 9¢ Ll) 4

T _ MyL _ YL
=—=

"N, 2[Mg(L—Lj)—-Mhy] 2(gla—hy)

b) Les courbes en pointillés représentent les graphes correspondants
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7 - 3 Pour les véhicules a 4 roues motrices utilisés dans les rallyes , on cherche le plus possible a obtenir une équi-adhérence
des roues en répartissant convenablement la puissance du moteur entre les roues avant et arriére.
a) Dans I'hypothése, d'équi-adhérence des roues, détermination du rapport de puissance entre les roues avant et arriére en fonction de ¥

E=Q N2=MgL1+Mhy N1=Mg(L—L1)—Mhy
Ny Ny L L

Ty _Ni _MgL;—Mhy _ gl—hy

T, N, MgLi+Mhy gLi+hy

b) Courbes
Ty

Y |
1.4 1
1.2 4

14
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Puissance, énergie cinétique, travail des actions mécaniques

Le travail d'une force mesure I'effort a faire pour déplacer un objet le long d'un trajet qui peut-étre horizontal ou pas, rectiligne ou pas.
Un travail peut étre positif auquel cas, on parlera de travail moteur, car un moteur peut trés bien effectuer cet effort de déplacement. A

l'opposé, un travail peut étre négatif, on parle de travail résistant car il s'oppose au déplacement, c'est le cas des forces de frottements.
Intuitivement, plus la distance a parcourir est longue, plus le travail sera grand et plus l'objet est imposant et plus le travail a fournir pour le
déplacer sera grand. Par contre, si on se place sur une patinoire debout, les seules forces qui s'exercent sur nous sont notre propre poids et
la réaction du sol de la patinoire. En principe, il n'y a pas de forces de frottements solides ou trés peu, c'est pour cela qu'on tombe si
facilement... Il est alors trés facile a une autre personne de nous donner une petite impulsion d'énergie qui va nous permettre de nous
déplacer sur de longues distances. Les deux forces qui agissent sur nous sont toutes les deux orthogonales & la trajectoire et ne
travaillent pas. Si maintenant, la méme expérience est renouvelée sur un sol 'normal’, il sera beaucoup plus difficile de nous faire
bouger 'a l'insu de notre plein gré' a cause des frottements solides qui seront importants. Dans ce cas I3, si une autre personne veut nous
faire bouger d'un point A a un point B sans qu'on leve le doigt de pied, elle devra fournir beaucoup d'énergie pour s'opposer aux
frottements solides. Par rapport au cas précédent, il n'y a qu'une seule force supplémentaire, la force de frottement solide qui est paralléle a la
trajectoire et va 'trés bien' travaille.

1 - Puissance
1 - 1 Puissance développée par une action mécanique extérieure a un ensemble matériel dans son mouvement par rapport a un
repére.

() et (E) sont 2 ensembles matériels i
() exerce une action mécanique sur (E) ( représentée par la densité (E) ‘ (2)
de forces f )

Définition 7(m)
La puissance développée a la date t par I'action de (Z) sur (E),

dans le mouvement de (E) par rapport au repére R est :

Pi—eRr) = [ weg fon-Vurdm V(M/R)

Remarques (R)
m Expression a adopter lorsque le champ de forces est défini par une

densité linéique , surfacique ou volumique
m Lorsque l'action Z—E/R se réduit & un vecteur (M, Fiyy)

Pe—&R =F oy Vir
1 - 2 Puissance développée par une action mécanique extérieure a un solide dans son mouvement par rapport a un repére
2
Vies/n

Si (E) est un solide (S) avec son champ de vitesses représenté par un torseur {’U’(S /R)} = {
A

Pour un point M quelconque : Vyes/z = Vacs/z + 2s/r A AM

Donc : P(ZHS/R) =f EE'f(M)' [ VAES/R + 'QS/R NAM ]dm = VAES/R fMEE'f(M) dm + 'QS/R . fMEE'AMA f(M) dm

M

. _ _ | Re-s
Torseur associé a l'action mécanique de (Z) sur (S) : {T(E_,S)} =
A

A(Z-S)
R(E—>S) = fMEE'f(M) dm et MA(Z—>S) =. fMEE'AMA f(M) dm

D'ou : P(ZHS/R) = VAES/R' R(Z—>S) + 'QS/R' MA(Z—>S)

Soit: | Pr_sR) = {T (zas)} . {” (S/R)}

Remarque
La puissance développée par I'action mécanique de (Z) sur (S) est nulle dans tout repére lié a (S)
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Application Véhicule & 4 roues motrices se déplagant en ligne droite

Calcul des puissances développées par les différentes actions mécaniques
au niveau d'une roue arrieére motrice.

Le repére R(O, Xy ) estlié & (So) (la route )

('S) : Roue arriere motrice de centre A, de rayon (a) roule sans glisser en
I
(S1):Chassis ; (S2) : Arbre de transmission ;

C. Z = Moment du couple transmis par (S2) ( joint de cardan par exemple )

y

x
Torseurs cinématiques
00 00
wesysp)= o vt et {oespl= jo v
A 00 A\W 0 l l
Torseurs d'actions mécaniques iy
Al

7 ;

@

=

N O X L 00
{‘7&30—6)} = T 0} {7&5—)51)} = Y M} {7&52_)5)} = {0 0}
00 a\Z 0 40 C z

1) Puissance développée par I'action mécanique de (S2) sur (S) dans son mouvement de (S) par rapport & (So)

P(sz—>s/sl) = {:TESZ—>S)} . {0(5/51)} P(sz_,s/sl) =C.w

2) Puissance développée par |'action mécanique de (So) sur (S) dans son mouvement de (S) par rapport a (S1)

_ P /sy =Rig g .V =0
Pisoos/sy = 1Tiseos) - {005 /50) ) So—s/51) = R(sg-5) + Vies/s,

3) Puissance développée par |'action mécanique (So) sur (S) dans son mouvement de (S) par rapport a (S1)

0 O
P(50—>5/51):{7250—)5)}'{0(5/51)} {”(5/51)}: {0 —aw} Psy-s/sp) = - T-aw
A\W

4) Puissance développée par (S) sur (S1) dans son mouvement par rapport a (S)

Z 0 w 0

5) Puissance développée par (S) sur (S1) dans son mouvement par rapport a (S)

X Ly (00 P y
Pisasysy = (Tsosn) - (Vs1/s0)) = {Y M}- {0 v } (s-81/50) = 1+ ¥
A A

P, =0
Pisosys) = (Tisosn) - {vsis)} (§=81/9)

Conséquence
Peos/m)= Jyep fon-Vmpdm Peos/ro) = Jyep fony- Viyr, dm

Done: Prss/ry) = Psos/my= Syep fory Vaayry~ Vyr) dm

Peos/ry - Peosm™ (Teon) - (vryn)
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1 - 3 Puissance développée par les actions mutuelles entre deux ensembles matériels

() et (E) sont 2 ensembles matériels distincts en mouvement par rapport & un repére R

m Définition

La puissance développée , a la date t, par les actions mutuelles entre (Z) et (E), dans leur mouvement par rapport a un repére R
est:

Pzor/r)=PaoE/m) + PEoz/R)

m Propriété
La puissance développée par les actions mutuelles entre (Z) et (E) est indépendante du repére R

P-E/R) - P-E/Ry) = ILT @-n) T (EQZ);]- {v®ym)

= 0 ( actions mutuelles )

Dol : Prz—g/R) = Pz-£/Rq)
La puissance développée par les actions mutuelles entre (Z) et (E) est indépendante du repere choisi.

Cette puissance sera simplement notée : P(E<—>E)

n(sl — sz)

m Application A(S, — S2)

(S1) et (S2) sont 2 solides en contact ponctuel en un point A.
Le coefficient de frottement est f
() = plan tangent commun en A a (S1) et (S2)

Torseur d'action mécanique de (S1) sur (So) Viaesys,)
7(s| ——— s?) s A S /
¢ “\
Res, L ’ \
{7251452)} = { (51_>SZ) }
A 0
Risios2) = Nisymsy) + Tisyos) (S4)
Effort Effort
normal tangentiel

Torseur cinématique du mouvement de (S2) par rapport a (S1)

- s, /51 T - - P — -
{0(52 /s 1)} = { Voo, Vies, s, = vecteur vitesse de glissement ayant méme direction que T(s, .5,y €t de sens contraire
A €52/51

1) Puissance développée par les actions mutuelles entre (S1) et (S2)

P(sy082) = Ps1-s,/R) + Bs,-51/R)

Si on choisit RE (S+) ( Puissance indépendante du repere )

P(51<—>52)=P(51—>52/51) = {T(SﬁSz)} '{/U/(SZ/Sl)}

P(51<—>52) =R(S1—>$2) . VA€52/51 = T(51—>52) . VA€52/51

La puissance développée est négative ou nulle , c'est une puissance perdue par frottement entre (S1) et (S2) qui est transformée en
chaleur.

2) Condition pour laquelle la puissance est nulle
La puissance est nulle si :

- le contact (S1) / (S2) est sans frottement

- (S2) roule sans glisser sur (S1)
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1 - 4 Liaison parfaite entre 2 solides

m Définition
2 solides (S1) et (S2) ont une liaison parfaite si, quel que soit le mouvement de (S2) par rapport a (S1) autorisé par la liaison, la
puissance développée par les actions mutuelles entre (S1) et (S2)

Soit :

P(Slﬁsz) =0

Remarque
Cette puissance doit étre nulle, quelles que soient les valeurs des composantes non nulles des éléments de réduction du torseur
cinématique {U(Sz /s 1)} de la liaison entre (S1) et (S2)

Conséquence
Par rapporta unrepere R: P(s, s,y =Ps; 55, /R) + Ps, -5, /R)
SiRestreliéa S1: P(Sl(_,sz) = P(S1—>Sz/S1)

SiRestrelieas2: Ps, o5,)=Ps,5s,/5,)

Une liaison parfaite entre 2 solides (S1) et (S2) est telle que : P(Sﬁsz/sl)= o ou P(Sz—>S1/Sz)= 0

D'ou : {T(Sl—’sz)} : {0(52/51)} =0

Les torseurs statiques et cinématiques sont réciproques

Exemples
2 exemples de liaisons parfaites entre 2 solides :

- liaison sans frottement ( & contact ponctuel, linéique ou surfacique )
- liaison sans glissement ( bille ou cylindre de révolution roulant sans glisser sur un plan )

Application
2 solides (S1) et (S2) ont une liaison glissiére d'axe o

(O, x”) de pas réduit (p) x

m Caractéristiques du torseur d'action mécanique de contact de (S1) sur (S2)
Liaison sans frottement P(s .5,y = 0

P(swsz) = {T(sﬁsZ)} -{”(Sz/sl)}

R 'Y
(s1—s2) — ax
(T} = o v = {5
-52) S5 /S !
(51 S2 0{ MO(Sl_)sZ)} { ( 2/ 1)} 0 p_a X
Donc: p. a X R(Sl-’sz) + a'.fc). M0(31—>32) =0
Dot | P-XRisyosy) * % Mogs;sy) =0
2 - Travail
2 - 1 Définition

Le travail, entre les dates t1 et 2, de l'action mécanique de I'ensemble matériel () sur I'ensemble matériel (E) , dans le mouvement de (E)
par rapport au repére R est :

t
thlz( _)E/R)=ft12P(Z—>E/R)dt

Unité de travail : Joule (J)
( Unité de puissance : Watt (W) )
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Application : Véhicule a 4 roues ( cf paragraphe 1-2)
Détermination entre les instants t1= 0 ett2 = 30 s, du travail de |'action mécanique de la roue (S) sur le chassis (S1) dans le mouvement
de (S1) par rapport & (So) sachant que pendant cette phase du mouvement Y = 300 N et v = y.t (y = 2,2 m/s?)

2
WSE( = 81/80) = [* Pess1ys00t= 7 Yovat=y Y [ 512 = 297000 J

3- Energie cinétique

Soit un solide (S) de masse m et de centre de gravité G, en mouvement par rapport & un repére R(O, Xy )
Soit A un point lié au solide (S)
Par définition, I'énergie cinétique du solide (S) dans son mouvement par rapport au repére R est :

1 —
Tisir) = 2 [ Ver.J2 dm

Pes”
Si le point A est lié au solide (S) il existe la relation entre Ver et Var: Ver = Var + Qsr AAP

e
Donc 2T(sr) = f Var + Qsr AAP).[ Ver.] dm

PeS"(

. _ - > > o5 >

d'ou 2T(sR) = fPES..VA/R [ Ver.] dm +fPeS'( Qsr AAP ).[ VPr.] dm
- = -

Joeg Var [Ver]dm =Var. [, _c.. [ Ver] dm

[, Qsr ABP).[Ver] dm = Qsr. [, .(APA Vg, d

PES'( SR ).[ Ver] dm = Qsr. PeS'( PR.) dm

Ver] dm+ Ose. [, _.(APA Vor.) d
peg [ Ver] dm SR. PES'( PR.) dm

Il apparait les 2 éléments de réduction du torseur cinétique de (S) dans son mouvement par rapport a R ainsi que les 2 éléments de
réduction au point A du torseur cinématique du mouvement de (S) par rapport a R.

, -
Par suite : 2Tisr) = Var . f

Rappel
R(t R(t
Soient 2 torseurs : { 71} = {_)( v } et { T2} = {_)( 2) } exprimés au méme point A
A\Ma(T a\M (T2

On appelle produit des deux torseurs { T1} et{ T2} le scalaire suivant :

{ T1}{ T2} =R(t1). M4(12) + R(T2). Ma(1y)

Le produit des deux torseurs est indépendant du point choisi pour exprimer les torseurs.
Par conséquent, le double de I'énergie cinétique du solide (S) dans son mouvement par rapport a R est égal au produit de de son torseur
cinétique par son torseur cinématique.

2T(sr) = { C(siR) } { ©¥(siR) } ce qui correspond & : 2T(siR) = M. VG/R.VA/R + ﬁ)SIR.O_'A)(s/R)

Cas particuliers

1ercas : A est fixe dans R alors : 2T(s/R) - ﬁ)s/R.CTA)(s/R)

g >
2) Si Osr est de la forme 87 donc : GA(S/R) = - E1 8% - D1 8Y1 + 102 doti: 2T(si) = laz 0”2

- -
b) Si Qs est quelconque donc : O_'A)(S/R) = K( S, Qsr)dou: 2T(s/R) = f_l)s/R. J_A)( S, f_l)s,/R )

. > L, 2 o
2¢éme cas : A est confondu avec G alors : 2T(sr) = m.(VoRr.)” + QsRr.06(sR)
= -
2) i Coor est de la forme 67 donc : GA(SIR) =- E1 0% - D1 877 + 162 62” dor: 2T(srR) = M. Vorr.) + laz 672

b) Si Hsm est quelconque donc : O_'A)(S/R) = Is)( S, 5>S/R ) dou: 2T(sR) = m.(V(;/R.)2 + f_z)S/R- JZ( S, ﬁ)SIR )
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Application

Cylindre de révolution (S) rayon a et masse m qui roule sans glisser sur un
plan incliné.

R(O,X.y.,Z) lié au plan I
R1(G, ;1)71 Z) lié au cylindre
|Gz— 2 ,E1 Di=0

- >
(S) roulant sans glisser sur (Il) Viesr =0

. -2 =
par suite : 2T(sr) = QsR.OISR)

QS/R =07 et 0/(S/R) = OG(S/R) +m VG/R /\Gl— 62 +maz67
2
(SR = 3’"23 07 d'ou - 2Tsm) = 3’"—23 62

Calculer le moment dynamique en O

a) en projection sur z soit .8 s r)
b) en projection sur Z1 soit Z.go(s /R)

C) en projection sur U soit 3.30(5 /R)

Réponses

- = _2 d = i ﬁ dz - 6
8)Z Bos/my=Z- | UO(S/R)]R- .| G Uo(S/R))]R = - Oo(s/R) avec—- =
ZU=0; Z.w=-sinb; Z.z1=cosd
7.0 (S/R)— - Ay' sin?0 + C(p' + ' cosb) cosb
230(5 /=7 [- Ay'sin?6 + C(p' + @' cosb) cosb |

d
b) z1. 50(S/R) [_ Zy. O'O(S/R)] o UO(S/R)
[d”] [dzl] + Qg RAZ = 0 +(0'0 + Y 2)AZ = ylsin 60 -6'w
(u w Z1)
Ensuite on constate que 00(5 /R)=0

B . 22 - d '
Donc : Z1.50(5/R): [E Z;. O-O(S/R):IR dou Z1 'SO(S/R)- C. at ((0' ty COSG)
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4 - Forces dérivant d'une énergie potentielle

On considére 2 ensembles () et (E) en mouvement par rapport a un repére R

4 - 1 Energie potentielle d'un ensemble matériel associé a une action mécanique extérieure

Définition

L'ensemble matériel (E) posséde une énergie potentielle associée a I'action mécanique de (Z) sur (E) dans le mouvement de (E) par
rapport au repére R, s'il existe une fonction scalaire V( L>E/R) telle que :

p _ d
(Z-E/R) =" 7; V(Z-E/R)

V( ¥ - E / R) estl'énergie potentielle de (E) associée a I'action mécanique de (Z)sur (E) dans le mouvement de (E) par rapport a R

Exemple : Energie potentielle de la pesanteur

R(O, Xy ,Z) repére lié a la Terre ZA

L'action mécanique de la pesanteur un ensemble matériel (E) de masse (m) g l @(E)
et de centre d'inertie G est représenté par un champ de forces uniforme

défini par la densité massique

g=-97

Puissance développée par I'action mécanique de la pesanteur sur (E) dans

le mouvement E / R:

Py~ /1) = Jyyep 8V0u/mydm

P(g ->E/R) =- gZ fMeE..V(M/R).dm or fMeE..V(M/R).dm =m. V(G/R)
- 7 > cd —=
Donc Prg 5 /Ry = -MY.Z Vigry- = -m.g.z.[d—t 0G]g

zZétantfixe dansR: Py g, r). = -m.g.[% (2.00)]g = -m.g.[;—t 76 1r

Vg >E/R)= MY. Zg

Vig - £/ r) estlénergie potentielle de (E)

Remarques
« L'énergie potentielle est une fonction primitive de la puissance, elle est donc définie a une constante prés

+ On dit que la puissance dérive d'une énergie potentielle
* L'énergie potentielle est une énergie en réserve ( eau d'un barrage, marteau pilon, ressort ...)
* Un ensemble matériel possede une énergie lorsqu'il a la capacité de développer une puissance ( ou produire un travail )

3 - 2 Energie potentielle de 2 ensembles matériels associée a une action mutuelle

Définition

Les deux ensembles matériels (Z) et (E) possédent une énergie potentielle associée & une action mutuelle s'il existe une fonction scalaire
d

Vi k) telle que : Pz oE)= - EV(ZHE)

Viz k) est appelée énergie potentielle de (2) et (E) , associée a I'action mutuelle considérée.

Remarques

L'énergie Viz -E) estindépendante de tout repére.

L'action mécanique de la pesanteur est égale a |'action mécanique d'attraction terrestre ( aux effets d'inertie dds a la rotation de la Terre prés)
Pig »E/R) =Pr S E/R)

RétantliéalaTerre: Pr g, r) = Pr o) ( Energie potentielle de la pesanteur = Energie potentielle de la Terre )
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Exemple

Energie potentielle de 2 solides entre lesquels est
intercalé un ressort de traction-compression de masse 4
nulle.

Deux solides (S,) ¢t (S;) ont une liaison pivot glissant

d'axe (0, ). Un ressort (r) de traction compression, 0 7

J
de masse nulle, de raideur K, de longueur a vide [, I J 4 J 4

placé suivant I'axe (O, 1) entre (S,) et (S;), exerce V V
sur (S;) une action mécanique représentée par le

torseur : o
~K( =l
{B(r — $y)}= { ° }
o 6

(I : longueur sous charge du ressort).

\-'

Calcul de la puissance développée par I'action mécanique du ressort sur (S1) et (S2) dans leur mouvement par rapport 8 un repére R

quelcongue

Pir =515 /R) = P =51 700+ Per 53 70)- SO Pr sys, v+ = (T w5} (105, 0} T w50 - 10,70}
Le ressort ayant une masse nulle : {7y, sy} =- {75 ~ 5}

Parsuite : P, s, /r)-= (T -5} {05, /00 ) = {25, /)]

Soit : P(r >S182 /R)- = {T(r —>Sz)} {/U(Sz /$1 )}

Puissance independante du repére R, on notera simplement : P _ g, s,
Vu la forme de I'expression, on peut considérer qu'il existe entre (S1) et (S2) une action mutuelle représentée par le torseur :

{Tis1 o5} = {Te 5}

6) _ _ —_>
Torseur cinématique du mouvement S /S {4!(52/51)} = {ﬂ?} et {T(r ﬁsz)} = { k(l_, )1 }

o \dt 0 0

—k(l=1)T 0 al
done By —s,5,)% | (6’ ) . {ﬂ?}=—k(l—lo).a
0 ovdt

k 5 X
dot: Viy S5.8,) 5 — 2 (I — ly)? &une constante prés
Remarques

Ce résultat est comparable a I'attraction Terre / corps car soulever un corps revient en fait & déformer le systéme Terre - Corps

5 - Théoreme de I'énergie cinétique.

C'est une traduction énergétique du principe fondamental de la dynamique.

5 -1 Pour un solide :
Le principe fondamental de la dynamique appliqué a un solide (S) de masse m dans un repére galiléen est :

{Dis/rg)} = {505 }

{D(s/rg)} €5t le torseur dynamique
{ t5,s } estle torseur des actions mécaniques extérieures a (S) s'appliquant sur (S)

{Dis/rg) - {”(S/Rg)} ={r5s } {"’(S/Rg)}
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_ ) Jues Tuyrgdm _ | s/r,
{D S/R }— et ’U’ - RN
/) AP ATigm, d Crm
., Jues AP Ay, dm S\ Varr,
—_— - d 1d —
De plUS . VA/Rg = VM/Rg +'QS/Rg AMA et FM/Rg . VM/Rg = E [VM/Rg ] VM/Rg = EE [VM/Rg]z'

—_ d 1 —_—
Donc : IMES FM/RQ'VM/Rg dm =E{EI[VM/RH ]2 dm}

% nz /Ry 12 dm est I'énergie cinétique de (S) dans son mouvement par rapport a Rg

d
at Tisirg) = P (§-S/Rg) avec T(sirg) = énergie cinétique galiléenne de (S)

Enoncé du théoréme
La dérivée, par rapport a la date t de I'énergie cinétique galiléenne d'un solide (S) est égale a la puissance
galiléenne des actions mécaniques extérieures a (S)

5-2 Pour un ensemble (E) de (n) solides
En ajoutant membre @ membre les (n) équations de chaque solide

d
= TERe) = P(g_k/Rrg) * Lij=1P(s; o5))
i<i

La dérivée par rapport a la date t de I'énergie cinétique galiléenne d'un ensemble (E) est égale a la somme de la puissance
galiléenne des actions mécaniques extérieures a (E) et des puissances des actions mutuelles entre chaque solide de (E)

Remarques
* Le théoréme de I'énergie cinétique n'est valable que si I'on tient compte dans le calcul de la puissance des actions mutuelles entre les

solides de (E) ( donc intérieures a (E)

C'est la une différence essentielle avec le principe fondamental de la dynamique.

« L'équation obtenue n'est pas indépendante des équations scalaires fournies par le principe fondamental.

* Les équations de Lagrange ( autre traduction du principe fondamental ) sont équivalentes aux équations obtenues par le principe
fondamental.

Autre expression du théoréme de ['énergie cinétique

t2

- n t
Te,k/Rg) = Ty (B/Rg) = Wy, :

_ +
(E-E/Rg)

5 - 3 Intégrale premiére de I'énergie cinétique

d d
Si les puissances intervenant sont nulles ( ou dérivent d'une énergie potentielle ) : at T(E/Rg) =- o V(E/Rg)

TERg) + VERG=C

Cette expression constitue I'intégrale premiére de I'énergie cinétique

Remarques
* Le théoréme de I'énergie cinétique montre que I'énergie cinétique et I'énergie potentielle sont homogénes a un travail

* Le théoréme de I'énergie cinétique mesure des transferts d'énergie et des transformations d'énergie en puissance (ou en travail ) et
inversement.

5 - 4 Unités
L'énergie cinétique et I'énergie potentielle sont homogénes a un travail, il faut donc les exprimer en Joules
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5- 5 Application 1 : Pendule simple

Le pendule (S) est constitué par une tige OA de longueur £, ®\{ﬂ% ¥
homogeéne de masse m et de centre d'inertie G.

(S) oscille dans le plan (0,X’,¥). La liaison pivot d'axe (O, z) o s -—
entre () et (S) est parfaite. ¥
Soit R1 (0, X7, V7, Z7) un repére lié & (S) tel que 0A =47 z0Q©

On pose a.= (X, X7) e\

Question s
Déterminer I'intégrale premiére de I'énergie cinétique du

mouvement de (S) par rapport a R, sachant qu'ala datet=0: A
a(0)=ooeta'(0)=0 M | ”

d
T Tisr = P(s_s/p) * ZE]:I P, ©s;)avec: Zﬁj=1 Pes, oS5 0

2 Tisr=loz 0% = ?l 2 2

Pis_s/ry = Pisosipy t Pogos/m)

La liaison (X)/(S) est parfaite, alors : P 5= 0

Comme le repére Restlié a (X) : P y.5)= P (5_5/r) donc P z_s/py = 0
Vigos/p) =-MgXe Xc=X. 0G = %Z cos o

/
V(g—»S/R) =-mJg 2_ COS a

d d & l
Tism+ Vism=C (ou it T(s/R) =- at V(g—>s/R) )donc m7g~ a’-m.g 7 cosa=C

Soit: o'?- 3 ‘%— cos a =D (D = constante )

Conditions initiales : pourt=0 3 '%— cosog=D

Intégrale premiére de ['énergie cinétique : | 4'2=3 —%— (cos a - cos a)

Remarques

En dérivant par rapport a t, on obtient : 2a' a"" + 3% a'sino=0

En supposant que a.'# 0 20"+ 3 'g/_ sina=0

* Lors de son oscillation le pendule transforme son énergie potentielle en énergie cinétique et inversement. Ces énergies augmentent ou
diminuent uniquement lorsqu'une puissance est développée.

* Le pendule n'oscille pas indéfiniement ( frottements dans la liaison pivot et résistance de l'air )

L'énergie mécanique du pendule se transforme en énergie thermique jusqu'a l'arrét.

* Les transformations des energies thermiques en autres énergies sont toujours difficiles et incomplétes ( I'énergie se dégrade en changeant
de forme )
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5 - 6 Application 2 : Réducteur a train épicycloidal

Le schéma de principe d'un réducteur a train épicycloidal
A axes paralléles est représenté figure 8.

Rd O, T, ¥o. %) est un repére galiléen lié au biti (S,) du
réducteur.

L'ensemble (S,), constitué par I'arbre moteur ¢t la roue
dentée de n, dents qui lui est liée, a unc liaison pivot
d'axe (0, &) avec (Sy).

Soit I, le moment d'inertic de (S,) par rapport & l'axe
(0. %5). On pose : T(S,/Re) = w, T, L arbre récepteur (Sy)
a une liaison pivot d'axe (0, T,) avec (S,).

Soit Iy le moment d'inertic de (S;) par rapport & I'axe
(0.%). On pose: (US,/R)=wyip. Le repére
R(O, X, ¥, £) est lié & (S,).

A

Yo
A+
Zo
——
7 0o
®©
Xo

Question 1

Le satellite (S) de n dents, a une liaison pivot d'axe (A, T,)
avee (S;), telle que OA =d§ (d>0). Soient m la masse
de (S) et 1 son moment d'inertic par rapport & l'axe
(A, ). Le point A est le centre d'inertic de (S). On
pose : {HS/Ry) = wiy.
(S) engréne avec une couronne de n, dents d'axe (O, i),
lide & (Sy).
Le moteur exerce sur (S,;) une action mécanique représen-
téc par un couple de moment C,%,. Le récepteur exerce
sur (S;) une action mécanique représentée par le couple
de moment - C,%, Toutes les liaisons sont parfaites,
I'action mécanique de la pesanteur est négligée.

o

Onpou-A-:’

(Onmonlrequc:A-no*' u--;—':.)
YA
E=t—
%, el ol
L~ 0 =] %o
- Oz
@_——"
T

Déterminer I'énergie cinétique de I'ensemble (E) des 3 solides (S1) , (S2) et (S) dans leur mouvement par rapport a Ro

Par définition :

— ™
2T (& /Re) = 2T(s1/Re) * 2T(55/R0) + 2T(5/R0)
2T(s,/ro) = 10}

>

2T (s, /Ry = 23

2

2T(s/rg) = M[ Vayr, P+ l0® =m.d2 w3 + lw 5

2T /Ry = l1w? + lhw? +m.d2 w3 + | w?

2Tk /Ry = 1103 + I+ M.d2). N2 w} + |2, w?

2T (g/ry) = [ 11+ (l2+ m.d2).A2 + L2 | w}

Soit le, I'inertie équivalente de la chaine cinématique rapportée a l'arbre moteur : ZT(E /Ro) = le. w%
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Question 2
Equation obtenue en appliquant le théoréme de I'énergie cinétique a (E) dans son mouvement par rapport a Ro

Equation traduisant le théoréme de I'énergie cinétique appliqué a (E) dans son mouvement par rapport a Ro

d
— (TE/R0) )= PE~E/Ry) * P5105) * P55y

Pisio9 et P( s s, sont nulles car les liaisons sont parfaites

Dol P(g—k/Rg) = Psg—s1/Re) ¥ Piso=5/Re) ¥ P(so-52/R0) ¥ Plmoteur - 51/Rg) * Plrécepteur —5,/R0)

P(sy=51/R0) s P(so=S/R0) 1 P(sy—s,/Ry) SOnt nulles car les liaisons sont parfaites et Ro est lié & So

_ _ 0 w1 X)) _
et P(moteur —-S1/Ro) ~ {T moteur— S1 } {”( Sl/Ro)} = { —>} : { 1—» 0 } =C. g
P SED 0

0
P = (wesmol= {0
(récepteur — S»/Rg) {Trecepteur—> RY) } ”( S2/Ro)JS = oz
0 2 Xo
Donc: P(E->E/R0) = Cl' w1 - Cz. [O))

En appliquant le théoréme de I'énergie cinétique : le. w4 ’%1 =C.w1 -0y wy

Avec . w,=Ahw;  dou: Ie_dditl= Cy - AC,.

Remarque
Le théoréme de I'énergie cinétique est bien adapté pour une approche globale d'un mécanisme a un degré de mobilité
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6 - Exemple d'application : Démarreur manuel de moteur Diesel
La figure ci-dessous représente un démarreur manuel pour moteur Diesel

- > > \ s L. , .y oy
R(O, x,y,z) est un repére galiléen lié au carter du démarreur, ainsi qu'au bati du moteur.

La vis (7) a une liaison pivot d'axe (O, f) avec le carter du démarreur, et 'écrou (9) posséde une liaison glissiere avec I'arbre creux (6) . une
roue a rochet (32) liée au pignon conique (36) interdit la rotation (-Ry) de (36).
Une roue a rochet débrayable (12) liée a (17) interdit ou autorise ( si débrayée) la rotation (-Rx) du pignon (17).

Le lancement du moteur s'effectue en 5 phases
1ére phase :

Encliquetage de la roue a rochet (12) , d'ou
suppression de la rotation (Rx) de (17)

2¢me phase :

Rotation (+Ry) de (36) qui entraine la rotation (-
Rx) de (6), (9) et (7) . La rotation (-Rx) de (7)
entraine la translation (+tx) de (17) jusqu'a
compression totale du ressort (14)

Le pignon (17) engréne avec la couronne de
démarreur du moteur et la vis (7) est bloquée.
3éme phase :

La vis (7) étant immobilisée, la pousuite de la el 2= 18
rotation (-rx) de (7) entraine sa translation (-tx) (  © ® 16
course d = 40 mm) et la compression des I Lf
rondelles Belleville (5). g 2
4éme phase : 1| P \ 2 S x
La rotation d'un quart de tour de I'excentrique / - :
(27) permet le débrayage de la roue a rochet /. 2
(12), d'ou la rotation (-Rx ) du pignon (17).

sous l'action des rondelles (5), la translation 36

(+tx) de I'écrou (9) provoque la rotation (-Rx) de f

Couronne do_démarreu
5 du motour diesel

la vis (7). Le systéme vis (7) écrou (9) est rendu
réversible grace au faible coefficient de
frottement de la liaison hélicoidale a billes, de
pasq p = 10 mm. La rotation de (7) entraine
celle de (17) et de la couronne de démarreur du
moteur Diesel.

5¢éme phase :

Le moteur, une fois lancé, provoque le renvoi du
pignon (17) a sa position initiale, gréce a la
rampe hélicoidale de la vis (7) et du ressort (14)

2| 3/ 4/ 6/ 5/ 7/ 8/ 9/ 10/ 11/ 12/ 13

Le schéma représente la situation du démarreur
entre la 3éme phase et la 4éme phase. Le but

de I'étude est de déterminer aprés lancement, la
vitesse de rotation de vilebrequin (V) du moteur,

dont I'axe de rotation est paralléle & (O, f)

On note :

-X : le déplacement de I'écrou (9) par rapport a sa position initiale ( rondelles comprimées )

- 6 L'angle qui définit la position angulaire de la vis (7) par rapport a R, tel que 6= 0 lorsque x = 0

- ¢ : L'angle qui définit la position angulaire du vilebrequin (V) par rapport & R, tel que ¢ = 0 lorsque 6 = 0

- A : Le rapport de réduction de I'engrenage constitué par le pignon (17) et la couronne du démarreur.

- 1: Le moment d'inertie de la vis (7) par rapport & son axe de rotation ( piéces entrainées en rotation comprises )
m : la masse de I'écrou (9)

K : La raideur de I'ensemble des rondelles Belleville

Co : Le moment du couple résistant exercé par le moteur (M) sur le vilebrequin (V)

On donne : A = % ;1=6.104kg.m?; J=4kg.m?2, m=165kg ; K=95daN/mm; Co= 26 m.daN
Toutes les liaisons sont parfaites . L'action mécanique de la pesanteur est négligée.
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1 — Relation entre la position x de I'écrou (9) et la position angulaire 8 de la vis (7)

]
=-p p = pas de la vis (7) = 10 mm

La vis tourne dans le sens -Rx ; 8 = - 81 lorsque x =40 mm

2 — Relation entre la position anqulaire 8 de la vis (7) et la position angulaire ¢ du vilebrequin (V)
B=- % ou@=-A0

3 - Energie cinétique galiléenne de I’ensemble (E) constitué par I'écrou (9), la vis (7) et le vilebrequin (V)
(7) :inertie |; (V) :inertie J; (9) : masse m

2T(E/R) = 162 + Jg'2 + mx2
29'2

2T(EIR) = 167 + )2 62 + m T(E/R) =5 01+ JA2 +m 4p_22)
(T(E/R) = T(7/R) + T(V/R) + T(9/R) ) i

4 - Energie potentielle de I'écrou (9) associé a I'action mécanique du ressort constitué par les rondelles Belleville (5) supposées de
masse nulle

K = raideur de I'ensemble des rondelles (5)

d = course de I'écrou (9) (= 40 mm)

X = déplacement de I'écrou (9) par rapport a sa position initiale ( rondelles comprimées )

Effort développé par les rondelles : F =k(d-x)x"  (d<x)
Puissance développée par I'action des rondelles sur 'écrou dans son mouvement par rapport a R : P(sy9)/r) = k(d - X).X

D'ol Iénergie potentielle : | V' (5)_9y/r = % k(d - x)?

5 — Puissance développée par I'action mécanique du moteur (M) sur le vilebrequin (V) dans son mouvement par rapport a R
Co = Moment du couple exercé par le moteur sur Ir vilebrequin
A8’ = ¢’ = vitesse de rotation du vilebrequin

Pan-wy/ry =A Co®’

6 — Application du théoréme de I'énergie cinétique a (E) dans son mouvement par rapport a R. Détermination de la vitesse de rotation
de la vis du démarreur a la fin du lancement

do i}

% TER = PEg/r) = Ps)-o)m) * Pran-i/m)

d 1, 2. da ,
LE021+ IR +m L) =[S (GK(d-x?)]+ A Cod

En exprimant Ia variation d energie cinétique galiléenne de (E) entre 2 dates t1ett2 (d6=0")
(1IN +m ) (072 = [k(d - X2 + A Col0] 2

e a t1 = début du lancement : 6(t1) = 0 B'(t)=0 x(t) =
e dtr=findulancement: B(tz) =-8m  B'(tz) = 0 (inconnue) X(t2) =

1 2 / 1
S+ + mfﬂ—z) 0> = _kd? - A Co.8

%kdz —2C0.8m

'2
D'od 0 =1 7
7 (I +]A2 +m4"?)
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Résumé

1 - Les éléments de réduction du torseur cinétique d'un ensemble matériel (S) de masse m, de centre d'inertie G dans son mouvement par
rapport au repére R

{C’ } _ ) Pes Vp srdm = mVG /R Quantité de mouvement
S/BJ~ = - s
| Jpeg AP AVpgdm = G4 (s/ry Moment cinétique

2 - Les éléments de réduction du torseur dynamique de cet ensemble matériel (S)

Jpes ..fp/Rdm = m?G/R Résultante dynamique

{Ds/my} =

) fpes-ﬁ/\f)p/nd"l = 84s)ry Moment dynamique

3 - Relation entre le moment dynamique et le moment cinétique de I'ensemble matériel (S)

— d — -
Sacs/m) = |35 O'A(S/R)]R +m.V,yr AV

A est un point quelconque

Si A est fixe dans R Si A est confondu avec G
3’ - d 3 - d
A(S/R) = [a "A(S/R)] R GS/R) = |z ”G(S/R)] R

4 - L'énergie cinétique de I'ensemble matériel (S) dans son mouvement par rapport au repére R

1
Tsr =5 fP s [VP/R.]2 dm

5 - L'opérateur d'inertie d'un solide (S) au point O est l'opérateur qui , a tout vecteur u, fait correspondre le vecteur :

Jo (8,0)= [,... OBA’A OB )dm

6 - La matrice d'inertie d'un solide (S) , au point O relativement & la base (x; y, z°)

A —-F -E
b(S)=|-F B -D
—E -D Clgzyz
T T e
Jo(S,x ) Jo(S,y ) Jo(S,z)
Avec:
A= [, o (y2+2)dm B= [, o (x?+22) dm C= [, o (x2+y?) dm
D=/, s(y.z)dm E= [, (zX)dm F= /[, oxy)dm

Pour calculer le moment d'inertie d'un solide par rapport a un axe, mettre en évidence les symétries par rapport a cet axe ( simplification des
calculs ) Par exemple pour un solide symétrique par rapport au plan xOy , Ixz (E) et lyz (D) sont nuls
Avant de multiplier deux matrices , vérifier qu'elles soient exprimées dans la méme base.
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7 - Le moment d'inertie du solide (S) par rapport & I'axe A(O, 7, - =, =
55087 13pp @0 | s/8)=T Jo (5, T)
8 - Théoréme de Huyghens
(S) : solide de masse m; centre d'inertie G
Relations entre les moments d'inertie en O eten G
A =Acg + m(b? +c?) B =Bg + m(a+c?) C=Cgc+m(az+b?)
D =Dg + m.b.c E=Ec +m.a.c F=Fc+m.ab

Avec:5)G=a.x_)+b.y_)+c.z_)(danslabase(x_),y_),z_)))

9 - Le moment cinétique du solide (S) au point A dans son mouvement par rapport a R

= —
1er cas : Le mouvement de (S) par rapport a R est tel que Qsr soit de la forme 8'z ( c'est le cas lorsque (S) a un mouvement plan sur
plan dans le plan (O, f,)_/)) ou un mouvement hélicoidal d'axe Z)

Ce qui donne pour O_')A(S/R) :

0A(SIR) = m. A6 AVar - E1 X1 - D1 81 +C 02

Cas particuliers
m Aest fixe dans R et E1=0 et D1=0 (le plan (A, Xi, y%) est plan de symétrie pour (S)) alors | GA(SIR) = Iaz. 82

A est confondu avec GetE1=0etD1=10 - —
. 06(SR) = lz. 0Z

2¢me cas : Cas général, le mouvement de (S) par rapport a R est quelconque

, - = > o , —
L'intégrale fP cs~APA( Qsir AAP).dm représente I'opérateur d'inertie de (S) appliqué au vecteur Qsr

Donc:| . GX(S/R) = m. AG A Vg + Ja( S, Ter)

Cas particuliers

m A est fixe dans R : O_K(S/R) = J_A)( S, BS/R

m A est confondu avec G | : G_é(S/R) = J_G)( S, HSIR )

10 — Principe fondamental de la dynamique

Il existe au moins un repére Rg, appelé repére galiléen et au moins une chronologie galiléenne, tels que pour tout sous-ensemble
matériel (E) , le torseur dynamique de (e) dans son mouvement par rapport a Rg soit égal au torseur des actions mécaniques
extérieures a (e)

{D(e/R)} ={Te — e} quelque soit (€) < (E)

11 - Une équation du mouvement est une équation différentielle du second ordre traduisant les théorémes généraux, dans laquelle ne figure
aucune composante inconnue d’action mécanique.

Par conséquent, pour obtenir directement une équation scalaire ne faisant pas intervenir les inconnues X et Y , il faut appliquer le théoréme
du moment dynamique au point ou les actions sont inconnues.

Pour obtenir une équation du mouvement, il faut analyser les torseurs d'action mécanique pour choisir :
- les sous-ensembles de solides auxquels on appliquera le principe fondamlental

- le point ot on écrira le théoreme du moment dynamique

- I'axe sur lequel on projetera les équations vectorielles traduisant les théoremes généraux

Il faut rechercher les intégrales premiéres du mouvement pour obtenir des équations simples.
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12 — Théoreme des actions mutuelles :
L'action mécanique du sous-ensemble matériel (e2) sur le sous-ensemble matériel (e1) est opposée a
I'action mécanique de (e1) sur (e).
{Te, e }=-{Te, - e}
13 - Le principe fondamental de la dynamique s'applique relativement & tout repére & condition d’ajouter au torseur des actions mécaniques
extérieures, le torseur des effets d’inertie d’entrainement et des effets d’inertie de Coriolis

14 - Tout repére en translation rectiligne uniforme par rapport a un repére galiléen est aussi galiléen.

15 - Les conditions d’équilibrage dynamique d’un solide (S) en rotation autour d’'un axe par rapport a un bati :
- Le centre d’inertie G de (S) est sur I'axe de rotation
L’axe de rotation est principal d’inertie pour (S)

Autres remarques
Pour calculer les projections du moment résultant sur les axes, choisir la base d’expression des projections du moment dynamique en

fonction des composantes du moment résultant des actions appliquées au systéme.

16 - La puissance développée par I'action mécanique d'un ensemble matériel (Z) sur un solide (S) , dans le mouvement de (S) par rapport a
un repére R, s'exprime par :

Ps_sr = {T (2—>5)} Nv (S/R)}

17 - La puissance développée par les actions mutuelles entre deux ensembles matériels est indépendante du repére choisi pour la calculer

18 - Deux solides (S1) et (S2) ont une liaison parfaite si quel que soit le mouvement de ( S2) par rapport a (S1) autorisé par la liaison , la
puissance développée par les actions mutuelles entre (S1) et (S2) est nulle.

Soit : P(Sl<—>sz) =0

Mais la puissance P(S1—>SZ/R) n'est généralement pas nulle sauf si le repere R est lié a (S1)

19 - Le travail entre les dates t1 et t2 de I'action mécanique de I'ensemble matériel (%) sur I'ensemble matériel (E) , dans le mouvement de (E)
par rapport au repére R est :

thlz( —)E/R)=fttlzp(z_>E/R)dt

Unité de travail : Joule (J) ( Unité de puissance : Watt (W) )

20 - Le double de I'énergie cinétique du solide (S) est égal au produit de son torseur cinétique par son torseur cinématique soit :

ZT(s/R) = { (SIR) } { V'(SIR) } ce qui correspond a . 2T(s/R) = m. VGIR.VA/R + ﬁ)SIR.CTA)(s/R)

Cas particuliers

fercas : A est fixe dans R alors : 2T(s/R) = ﬁs/R.a\)(s/R)

- —
a) Si Qs est de la forme 8'z donc : 0_'A)(S/R) =-E 9')(_1) - D1 9')7 + |az e'? d'ou : 2T(s/R) =[a, 0"

- -
b) S Goer est queloonque donc : G(SIR) = Jr(S, Oer) dot: 2Ty = Clorm. JA( S, Chsm )

, = L2 >
2¢me cas : A est confondu avec G alors : 2Tsr) = m.(Ver.)” + QsRr.06sR)
- >
a) Si Qs est de la forme 8'z donc : EK(S/R) =-E es? - D1 9'y_1> + oz e'? d'ou : ZT(S/R) = m.(V(;/R.)2 + |g, 0"

b) Si Hsm est quelconque donc : a(S/R) = Is)( S, 5>S/R ) dou: 2T(sR) = m.(V(;/R.)2 + f_z)S/R- I;)( S, ﬁ)SIR )
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21 - L'ensemble matériel (E) posséde une énergie potentielle associée a I'action mécanique d'un ensemble matériel () sur (E) dans le
mouvement de (E) par rapport a un repére (R) , s'il existe une fonction scalaire V( z-E/R) telleque:

PizoE/R)=" _V(z—>E/R)

V( ¥ - E / R) estl'énergie potentielle de (E) associée a I'action mécanique de (Z)sur (E) dans le mouvement de (E) par rapport a R

22 - L'énergie potentielle de la pesanteur d'un ensemble matériel (E) de masse m et de centre d'inertie G est :

V(g —-E/R) = mg.Zg

R(O, X ,}7,? ) repére lié a la Terre
L'action mécanique de la pesanteur un ensemble matériel (E) de masse (m) et de centre d'inertie G est représenté par un champ de forces
uniforme défini par la densité massique . Accélération de la pesanteur: § = - 9.Z

Z représente l'abscisse sur (O,? ) du centre d'inertie G
Cette expression est valable uniquement pour un axe vertical ascendant . Si 'axe est vertical descendant , cette expression change de
signe.

23 - L'énergie potentielle de deux solides entre lesquels est intercalé un ressort de traction-compression de masse nulle est :

k
Vir 5s.8,)5— 5 (I — 1y)? a&une constante prés

24 - Le théoreme de I'énergie cinétique pour un ensemble de solides :
La dérivée, par rapport a la date t, de I'énergie cinétique galiléenne d'un ensemble (E) de solides est égale a la somme de la puissance
galiléenne des actions mécaniques extérieures a (E) et des puissances des actions mutuelles entre chaque solide de (E)

d -D _ n
7 VERg) = P(E_g/Rg) * 2ij=1P(s; o)

i<i

avec T(EIRg) = énergie cinétique galiléenne de (E)

Ce théoréme s'écrit également en faisant intervenir le travail des actions mécaniques entre deux dates t1 et tz :

- t n L)
T -T =W, 2 _ +YL W
t2(E/Rg) t1(E/Rg) t (E~E/Rg) l,i]<_jl t (Si ©Sj)
25 - Pour calculer z7 . [— 0 A(S,/R) ] il est souvent plus simple de calculer— [z1 0 A(S,/R) ] [ A(SZ/R)
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